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1 Wstep

p-zdeformowanym wyznacznikiem nazywamy funkcje det,, : M,,(C) — C, zadang wzorem

dgt(A) = Z ©(0)a1,6(1) « - - Ao (n)-
gES,

dla pewnej funkcji ¢ : S,, — C. W tej pracy przyjrzymy sie q-wyznacznikowi, zadanemu wzorem

det(4) = Y ¢™Dar o) tnom-
oES,

Idea g-wyznacznika pojawia sie w wielu kontekstach.
Mozna o nim mysleé¢ jako naturalnym uogélnieniu wyznacznika i permanentu [Bap92], poniewaz

det(A) = > (=1)™Day o) .- Aoy, Perm(A) = > ()™ ay 1) ..t o)
g€Sy, €Sy

ustalajac ¢ € [—1,1] interpolujemy pomiedzy tymi dwoma funkcjami. Stad tez ciekawe jest pytanie o
rosniecie g-wyznacznika na tym przedziale, ktére rozwazamy w czedci 4.

g-wyznacznik pojawit si¢ w zmodyfikowanym warunku unitarnosci dla grupy kwantowej SU, (2) [Wor87].
W pracy [BS91], g-wyznacznik pojawia sie w iloczynie skalarnym na g-przestrzeni Focka, bedacej uzu-
petnieniem wzgledem owego iloczynu skalarnego, opisanego ponizej, przestrzeni

F(H) = PH",
n=0

gdzie H to przestrzen Hilberta. Operator Sq((") definiujemy dla ¢ € H®" wzorem

S = D a1 a(9),

ogES,

gdzie
o) =0 ® ®&)=E&1)® B (n)-

Tloczyn skalarny na tej przestrzeni definiujemy wzorem

(G @ @, ® - @), =0, jesli n # m,

(G® @& m® @), = <§1 ® @&, SMme - ® nn)> , w przeciwnym wypadku.

Zauwazmy, ze

<£1 ® - ® &, S (& ®~~®£n)> = > ¢"Oa® @b ® B o))

o€eSy

= Z qinv(a') <§17£o’(1)> ce <§na§a(n)> = dgt((<§l7gj>)?j:1)

ceS,

Zatem dodatnia okreslono$¢ g-wyznacznika, ktéra dowodzimy w rozdziale 3 jest konieczna, aby wyzej
opisany iloczyn skalarny byl poprawnie zdefiniowany.

W rozdziale 2 przyjrzymy sie podstawowym i prostym w udowodnieniu wlasno$ciom g-wyznacznika.
W rozdziale 3, wzorujac si¢ na pracy [BS91] pokazemy dowdd dodatniej okreslonosci det,, dodajac nie-
ktore lematy tam pominiete, oraz eksponujac konstruowane w nim wlozenie, dzigki czemu otrzymamy
warunek dla dodatniej okreslonosci ¢?(*%) dla skoficzonych graféw, wspomniany w [HO07]. W rozdziale
4 uzupelnimy dowdéd rozwiniecia g-wyznacznika wzglegem cykli w grafie D(A), zwiazanym z macierza A,
przedstawionego w [dF05], opierajac sie na pracy [MOvdDW89]. Skupimy sie przy tym na warunkach do-
tyczacych numerowania wierzchotkéw podanych w ramach korekty w [dF19], wystarczajacych aby wzory
przedstawione w pierwszej pracy byly prawdziwe, i podamy analogiczne tagodniejsze warunki dla grafow
skierowanych. Dalej, korzystajac z rozwiniecia wzgledem cykli w grafie, pokazemy, ze dla ¢ € [—1,1]
q-wyznacznik jest rosnacy dla macierzy dodatnio okreslonych, ktérych graf jest drzewem. W rozdziale 5
zdefiniujemy g-potege Schura macierzy i wskazemy kilka podstawowych wynikéw z nia zwiazanych.
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2 Podstawowe wlasnosci

Pokazemy teraz kilka podstawowych wlasnosci g-wyznacznika. Z czesci z nich skorzystamy w dalszej czesci
pracy. Zawsze gdy piszemy A € M, x,(C), wyrazy A oznaczamy (a;;)i;_o. Méwimy ze w permutacji
o znajduje si¢ inwersja, gdy ¢ < j oraz o(i) > o(j). Funkcja inv(c) zwraca liczbe inwersji w danej
permutacji.

Lemat 1. q-wyznacznik jest wieloliniowy

Dowdéd. Oznaczmy przez A ... A, rzedy macierzy kwadratowej rozmiaru n. Wowczas

dgt (A, ..., A+ By,..., Ay) = Z @™ ay 50y (Ao + ko)) - - - Uno(n)
oESy,

= Z ™ ay 51y Ao k) - Ano(n) T Z ™ ay 51y ko) - - no(n)
gESy oESy

:det(Al,...,Ak,...7An)+det(A1,...,Bk,...7An).
q q

O
Lemat 2. det,(A4) = det,(AT)
Dowad.
det(A) = Z quV(a)ala(l) - Qpo(n) = Z qinV(a)aa*I(l)l s Qo=1(n)n,
? oES, S
poniewaz inv(c) = inv(o 1),
. 1 .
= Z qu(U )a0*1(1)1 <o Qo=1(n)yp = Z qu(U)aU(l)l <o Qo (n)n = det(AT)
ocES, oSy ¢
O

Uwaga 1. Poniewaz dety(A) = det,(AT), g-wyznacznik jest réwniez liniowy wzgledem kolumn.

2.1 Rozwiniecie Laplace’a

Pokazemy, ze q-wyznacznik mozna zdefiniowaé rekurencyjnie za pomoca rozwiniecia Laplace’a w sposéb
analogiczny do standardowego wyznacznika.

Twierdzenie 3. dety(A) =Y 1, ¢/ tay; dety(Ar;) = Y1, 7 La dety(Ar)

Do dowodu twierdzenia, przyda nam sie obserwacja dotyczaca liczby inwersji w permutacjach.



. 1 2 .- n—1 , .
Lemat 4. Niech 7 = <T(1) 72) e r(n— 1)> € Sn_1. Wowczas permutacja
(1 2 3 - n cs
7=\ o) 72 - T(n—1) n

spelnia zalezno$é inv(o;) = inv(r) + ¢ — 1.

Dowéd. W o; znajduja sie wszystkie inwersje z 7, oraz dodatkowe ¢ — 1 inwersji ¢ z mniejszymi od niego
liczbami. O

Mozemy teraz wykonaé¢ rachunek:

n
d((;t(A) = Z quV(U)ala(l) <. Qno(n) = Z Z qinv(ai)aliGQT(l) -+ - Apr(n-1)

gES, i=1 0c€S,
n n
= Z a1; Z qu(T)qz_lazr(l) < Opr(n—1) = Z g tay; det(Ay;).
i=1 TESn -1 i=1 1

Poniewaz det,(A) = det, (AT, analogicznie mozemy rozwinaé¢ q-wyznacznik wzgledem pierwszej kolumny.

Uwaga 2. Powdd przez ktory tem wzor nie jest prawdziwy przy probie rozwiniecia wedlug innej niz
pierwsza kolumny jest widoczny przy dowodzie lematu 19.

2.2 ¢g-wyznacznik na macierzach permutacji
Oznaczmy przez M, macierz odpowiadajaca permutacji o € S,,.
Lemat 5. det,(M,) = ¢™v().

Dowdd. Poniewaz detq(M) =3, g qin"(")ml,o(l) ..My 5 (n), @ W macierzy permutacji w i—tej kolumnie
jest jeden niezerowy element, na miejscu (%), jedynym niezerowym skladnikiem sumy jest g, O

Lemat 6. det,(M, + M,) = 2¥(¢"™v(@) + ¢™V())  gdzie k = |{i : 7(i) = (i)}

Dowdd. Korzystajac z liniowosci wzgledem kolumn det, (M, + M,) = 212:1 det,(4;), gdzie A; to ma-
cierz w ktorej w kazdej kolumnie znajduje sie dokladnie jedna jedynka. Zauwazmy ze kazda z macierzy
A; powstaje przez wybér jednej z 2™ kombinacji, z ktorej z dwéch macierzy permutacji pochodzi dana
kolumna. Przyjrzyjmy sie dwém mozliwym przypadkom:

1. Rozwazmy macierze, w ktérych dla ¢ takich, ze o(i) # 7(¢) wybieramy kolumne z macierzy M,, a dla
pozostatych z dowolnej macierzy. Takich macierzy jest 2% oraz det, kazdej z nich wynosi ¢"™ (@) Analo-
gicznie postepujac dla M, otrzymujemy 2¥ macierzy o q-wyznaczniku ¢™v(7),

2. Rozwazmy macierz P = (P;...P,) taka ze kolumny P; dla ktérych o(i) # 7(i), pochodza z obu
macierzy. Wéwczas istnieje kolumna P;, pochodzaca z M, taka, ze o(i) # 7(i) oraz Pr-1(,(:)) = Py()-
Z zalozenia 771(o(i)) # o(i), wigc w macierzy P istnieje rzad bez 1, czyli det,(P) = 0. W przeciwnym
wypadku wszystkie kolumny P; takie, ze (i) # 7(i) pochodzityby z M,.

Zatem macierze o postaci z 1 przypadku to jedyne elementy sumy 212:1 dety(A;) o niezerowym g-
wyznaczniku, wiec det, (M, + M, ) = 2¥(g™V(7) 4 ¢inv(7), O

Postepujac analogicznie mozna rozszerzy¢ powyzszy wzér na wigksza ilos¢ macierzy, badz kombinacje
liniowe macierzy permutacji.

3 Dodatnia okreslonosé

Moéwimy ze macierz A € M, «,(C) jest dodatnio okrelona, jesli (Av,v) > 0. Piszemy wtedy A > 0.
Moé6wimy ze A jest $cisle dodatnio okreslona jesli (Av,v) > 0 dla v # 0. Piszemy wtedy A > 0.

Podobnie, méwimy, ze ¢ : G — C jest dodatnio okreslona na grupie G, jezeli jadro K (x,y) = o(z~1y)
jest dodatnio okre$lone na przestrzeni L?(G), czyli

(Ko, o) > 0.



Dla grup skoficzonych (o, ) = > . a(r)a(x), czyli dla kazdej funkcji a : G — C,

(Ka, a) ZZKwy ZZSDFE y)o ?Jﬁ

zeGyeG zeG yeG
W tym rozdziale pokazemy twierdzenie:
Twierdzenie 7. Jesli A € M, (C) jest dodatnio okreslona, dety(A) > 0.

Lemat 8. Jezeli ¢ jest funkcjq dodatnio okreslong, det,(A) > 0 na macierzach dodatnio okreslonych.
[BS91]

Dowdd. Poniewaz kazda macierz dodatnio okreslona jest macierzg Grama, a;; = (&;,&;), pewnego uktadu
wektorow &1 ... &y,

det(A) = E (o) <§1,§g(1)> . <§n,fa(n)> , poniewaz dzialanie przez 7 jest bijekcja,
©
oES,

= Z 90(7__10) <£17£T_10'(1)> s <£nv£‘r_10(n)>

ocES,

.Z Y erro) (€ b)) - (ns o)

TESn oESy

o Z >l &r(1):&o1)) - - (Er(n)s Eom)) »

TES, 0ES,
z def. indukowanego iloczynu skalarnego na produkcie tensorowym,

1 _
= Z Z P(1710) (62(1) @ &r @) @ -+ br(n) b (1) © -+ D bomy)
' T€S, 0ES,
rozpisujac iloczyn skalarny, oraz oznaczajac a =& ® - @ &n, (T) = (1) @ - @ &r (),

-z S 3 ol o),

'Tes o€8, k=1

widzimy ze k-te wspoéirzedne odpowiadaja pewnej funkcji na S,,, oznaczmy ja oy,

=LY Y el o)ar(mon(o).

" k=17E€S, 0€Sy

Poniewaz ¢ jest dodatnio okrelona, wewnetrzne sumy sa nieujemne, zatem det,(A) > 0. O
Uwaga 3. Nie zachodzi odwrotna implikacja. Dla g > 1 det, (a ! Zl2> = a11a92 + q|a12\2 > 0, ale
12 @22

q

. 1
macierz 1

) nie jest dodatnio okreslona.
Uwaga 4. Jesli dla kazdej funkji o, Y-, o cq oz y)a(y)a(z) > 0, oraz A > 0, det,(A) > 0.

3.1 Grafy Cayleya

Grafem Cayleya grupy G, generowanym przez zbidér S C G generatoréw, nazywamy graf I' (G, S) =
(G, E). Pomiedzy wierzchotkami a,b € G jest krawedz, jedli istnieje generator g € S taki, ze ag = b. Kaz-
dej krawedzi mozemy wiegc przypisa¢ kolor odpowiadajacy generatorowi przenoszacemu jeden element na
drugi przez mnozenie. Naturalna metryka na grafach jest dlugos¢ najkrotszej Sciezki miedzy wierzchol-
kami, ktora to odpowiada ztozeniu odpowiedniej iloéci generatoréow. Oznaczmy ta metryke dyy .
Interesuje nas graf Cayleya grupy S, wygenerowany przez wszystkie transpozycje postaci (z 1+ 1),
nazywane inwersjami.

Lemat 9. W grafie I (S,,{(i i+1):i<n}), dw(r,0)=inv(r o).



Rysunek 1: Graf Cayleya S; wygenerowany przez inwersje (1 2) , (2 3) , (3 4).

1 1

Dowéd. Zatézmy, ze inv(t~1o) = k. Oznaczmy v = 7~ 0. Skonstruujemy vy~ ! z k transpozycji sasiednich
elementéw. Wybierzmy najwicksze i takie, ze v(i) > ~(i + 1), (je$li v nie jest identycznos$cia takie i
istnieje), i nalézmy inwersje (z 14 1). Wowezas inv((z' i+ 1) v) = k — 1, poniewaz zlikwidowali$my
inwersje miedzy () i y(¢ + 1) i nie mialo to wplywu na inwersje z pozostalymi elementami. Powtarzajac
ten proces otrzymamy ~~ ! skladajac k transpozycji sasiednich elementéw. Poniewaz kazda transpozycja
(i i+ 1) zmienia liczbe inwersji o co najwyzej 1, dw (7,0) = k.

Zalézmy, ze dyw (1,0) = k. Kazda transpozycja zmienia liczbe inwersji o 1, wiec inv(77to) < k, ale
gdyby wartoéé inv(7~1o) byla mniejsza niz k, mogliby$my skonstruowaé zlozenie mniej niz k transpozycji
sasiednich elementow przenoszace T na o. O

Dalej oznaczymy graf T' <Sn, {(l 1+ 1) i< n}> z metryka dw (7,0) = inv(t~lo) przez (S,,inv).

Podobnie oznaczymy Graf n-wymiarowej hiperkostki,

P<éZQ,{Ui LU = 11+ zn: 0j}>7

=0,j#i

wraz z odlegloscia Hamminga, zadang wzorem dy(z,y) = |{i : =; # v;}|. dla 7,y € @" Zs, przez

(D" Zs, du).

3.2 Funkcja ¢™()
Pokazemy teraz nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 10. Funkcja ¢™¥(7) jest dodatnio okreslona dla q € [—1, 1] na grupie S,.

Rozwazmy zbiory Ry, R_ C {1,...,n}?, Ry = {(i,j) : i < j}, R— = {(4,7) : i > j}. Oznaczmy
o(Ry) ={(c(i),0(j)) : (i,7) € Ry}. Zauwazmy, ze dla o € S, inv(0) = |o(R4+) \ R+| = [o(R+) N R_|.

Zdefiniujmy J : (Sp,inv) — ((P(R- U R4),A),||) , gdzie A oznacza réznice symetryczna zbiordw,
w nastepujacy sposéb: J(o) = o(R,) Zauwazmy, ze 2inv(c) = inv(c) + inv(c™!) = |o(Ry) \ Ry | +
lo~1(R4) \ R4 |, a poniewaz

(R \o(Ry)| = {(i,5) : 07 (1) > o ()} = (o™ (@), 07 (5)) s 07 (i) > o ()} = lo ™ (Ry) \ Ry,
2inv(0) = [o(R)\ By |+ Ry \o(Ro)] = [o(R AR,
Woéwezas, poniewaz dla A, B C X i bijekcji f na X, f~Y(AAB) = f~1(A)Af~1(B),
2inv(77 o) = [7(Ry) Ao (Ry)| = |J (o) AT (T)].

Grupa (P(R_ U R,),A) jest izomorficzna z (@"2_" Zs) , w ktérej indeksujemy kolejne wspéltrzedne
parami liczb, przez f zdefiniowane: f(S) = v : v j) = 1 wtw (4, j) € S. Sktadajac funkcje J, f, otrzymamy

F i (Sp,inv) = (" " Za, |l2) takie, 7
2inv(7 o) = ||F(7) 42 F(0)]3.
Wobec tego, dla g € [0, 1]

qinV(Tfla) _ e—)\inv(‘rfla) _ e—A/?HF(‘r)-i—gF((T)Hg7



dla pewnego A\ > 0. Zatem

SN e ay)ale)

reGyeG

— Z Z e~ MAFO+2F @13 o () a(z)

zeGyeG

=S ] e (N2AF() ) +2 F0)u)ay)alz).

z€G yeG (i,j)ERLUR_
Poniewaz iloczyn punktowy dwoch funkeji dodatnio okreslonych jest dodatnio okreélony, wystarczy po-
kazaé, ze dla kazdych (i, j),
DN exp (—=A2(F(T) i) +2 F(0).5))e(y)al(z) > 0.
zeGyeG

Dla dowolnej funkcji a na S, zdefiniujmy «s : Zs — C w nastepujacy sposdb:

az(0) =Y a(o), (1)
o:(o(i),0(j))ER-
as(1) =) a(o). (2)
o:(o(i),0(§))ER+
Wowczas
1 1
Z Z 67/\/2(F T)(i,5) T2 F ()@, ])) Z Ze )\/2(k+2l (k)m (3)
ceGTeG k=0 1=0

Jest to prawda, poniewaz prawa strona ma postac

e M2 Yoo ale) D> @+ D> aln) Y, alo)]+

o:(a(i),0(4))€R- 7:(7(4),7(j)) ER4 7:(7(4),7(4)) ER4 o:(o(i),0(j))ER-
Z a(o) Z alt) + Z alo) Z a(T).
o:(o(i),0(4))ER- 7:(7(3),7(j))ER- o:(o(i),0(4))ER 7:(7(4),7(§)) ER+
—A/2

Zatem przy e znajduja sie wartosci o na wszystkich parach permutacji rézniacych sie inwersja
pary (i,7), a przy e wysztskie pozostate.
Wystarczy wiec pokazaé, ze jadro e *+29) jest dodatnio okrelone na Z,. Wezmy dowolna funkcje
h:Zy — C, wtedy

1 1
SN e ERDREYR) = [1(0)[2 + [R(1)[2 + 2R(A(0)R(1))e .
k=0 1=0

Poniewaz e~ jest malejaca dla A > 0, a dla A = 0 prawa strona to |h(0) + h(1)|?,
1
> e AR R(k)R(1) > 0.
k,l=0

~ Pokazalismy zatem, ze ¢™ (@) jest dodatnio okreslona dla ¢ € [0,1]. Zauwazmy, ze dla ¢ € [-1,0]
qmv(a) _ (_1)1nv(0)(_q)mv(o) _ Sgn(o_)(_q)mv(o’).

Lemat 11. Funkcja sgn(o) jest dodatnio okreslona na S,.

Dowdad.
> > sen(rto)a(o)alr)),

oc€S, TES,

poniewaz sgn(7o) = sgn(7)sgn(o) oraz sgn(o) = sgn(o 1),

LS Y o) sgntr <>a<T>:<zsgn<a>a<a>) (zsgnmom)

oeS, TES, g€eSy TES,
= < Z sgn(o)a(o), Z sgn(7)a(7)> > 0.
UESn TESn



Poniewaz iloczyn punktowy funkeji dodatnio okreslonych jest dodatnio okreslony, funkcja ¢™v(?) jest
dodatnio okreslona dla ¢ € [—1,1].
O

Uwaga 5. Jesli istnieje wilozenie z grafu G = (V, E) w hiperkostke (@" Za, ||2), takie, ze dla z,y € G,
d(z,y) = |F(z) + F(y)||3, funkcja ¢*®Y) jest dodatnio okreslona na grafie G dla q € [0,1].

Dowdd. Dla dowolnej funkcji o : G — C tworzymy «y : Zo — C przypisujac analogicznie do (1), (2),
a2(0) sume warto$ci « na elementach przyjmujacych po wlozeniu wartosé 0, as(1) sume wartoéci « na
elementach przyjmujacych po wlozeniu wartosé 1. Wéwczas analogicznie do (3) sprowadzamy dodatnia
okreslonosé ¢#®¥) do dodatniej okreslonosci e~ *+2¥) na Z,. O

Poniewaz funkcja ¢™¥(?) jest dodatnio okreslona na S,, z lematu 3 dla A € M, x,(C) dodatnio
okreslonej, detq(A) > 0.

4 Monotonicznos$¢ g-wyznacznika

W tej czedel pracy przedstawimy czeSciowe rozwiazania otwartego problemu, postawionego w [Bap92]:
Problem 1. Czy dla dowolnej macierzy A >0, A € M,,«,,(C), dety(A) jest rosngcy dla g € [-1,1]%

Znany jest dowdd dla macierzy 3 x 3. Przyda si¢ nam lemat:

.1+ . ail a2 . ail —l|ai12 a1 ai2 Y

Lemat 12. Jesli macierz > 0 nad C, macierze a2 , a2 sq Scisle
aiz a2 *|a12\ a22 |a12| a22

dodatnio okreslone nad R.

Dowdd. Bez straty ogélnosci zatézmy, ze |a;j| < 1. Poniewaz a;; = (&, ;) dla pewnych wektoréw &, &2,
korzystajac z nieréwno$ci Schwarza |aia| < \/ai1/azz, zatem |aia| < |ai1| i |aia| < |agz|. Zalézmy, ze
a1 < as2.

(30 y) i ~laszl) (= = a112” + asy® — 2|arz|ry = an1z® + any® — 2la|vy + (a2 — ann)y?
—laiz] az2 Y

Jedli zy < 0 suma jest dodatnia. Jesli xy > 0
a1z’ + any’ — 2|arz|zy > a11(x — y)z,

zatem calo$é jest dodatnia.

(z ) au - aef) (@ = a112” + asy® + 2|arz|ry = a112” + a11y® + 2|arz|vy + (a2 — a11)y’.
laia| a2z Y

Jedli zy > 0 suma jest dodatnia. Jesli xy < 0,
a2’ + any’ + 2laiz|zy > a1 (z + y)?,
zatem calo$é jest dodatnia. Analogicznie postepujemy gdy a1 = asgo. O

Twierdzenie 13. Dia dowolnej macierzy A > 0, A € Msx3(C), dety(A) jest rosngey dla ¢ € [-1,1].

Dowdd.
d;:at(A) = a11022033 + (]6L11|Cl23|2 + Q|a12|2033 + 2(]2?}3(&12&71?,&23) + q3|a13|2a22.
Zatem
4 dg:t(A) = a11|azs|? + |ar22ass + 4gR(a12@13a23) + 3¢%|a13]*ass.
Jezeli g > 0,

d
2 d;%t(A) > ayi|ags|? + |ar2|?ass — 4qlarzaizass| + 3¢°|as|*aze.

Zauwazmy, wyrazenie po prawej stronie jest réwne

a —|a 23 a —|A2s a1
(‘a23| q|a13|) ( 11 | 12|) < 23||> + (q|a13‘ |a12|) ( 22 ‘ 23|> <q| 13) +q2|a13‘2a22'

—|a12| @22 Q\a13 —\a23| a33 |a12\



O = OO
= o o o

Rysunek 2: Od lewej: macierz A, graf skierowany D(A), graf nieskierowany G(A)

o O O
OO = O

Poniewaz, z lematu 12, obie macierze sg $cidle dodatnio okreslone, a ags > 0, d% det,(A) > 0. Podobnie,
jeslig < 0
d

d7q d;%t(A) > an\a23|2 + |a12|2a33 + 4glar2a13a23| + 3q2|a13|2a22.

Ponownie, wyrazenie po prawej stornie jest réwne

a11 |a12| \023| a22 |a23| Q|a13| 2 2
(lazs]  glars]) <a12| azz)(qa13| + (lass| - ara) laos|  ass |a12] @l 0z,

zatem diq dety(A) > 0. O
Pokazemy teraz wyniki przedstawione w pracy [dF05], wraz z dowodem oraz wymaganymi dodatko-

wymi warunkami, wspomnianymi w [dF19].

4.1 Definicje

Dla macierzy A € Myxn(C) przez D(A) = (V, E) oznaczymy graf skierowany o wierzcholkach indek-
sowanych liczbami od 1 do n taki, ze (¢,j) € E gdy a;; # 0. Dla macierzy hermitowskiej analogicznie

oznaczamy graf nieskierowany G(A) = (V, &) w ktérym {7, j} € &€ jedli a;; # 0 oraz a;; # 0. Przez cykl w
grafie rozumiemy ciag wierzchotkéw iy, 1s, ..., 4 taki, ze i; # 4; jesli j # I, (ij,441) € E dla kazdego j
oraz (i1,41) € E.

Dla permutacji o € S,, przez cy, . .., ¢, oznaczymy jej rozklad na cykle roztaczne. Przez graf permutacji

o € S, rozumiemy graf skierowany D, o wierzchotkach indeksowanych liczbami od 1 do n taki, ze
(i,j) € E wtw o(i) = j. Dla kazdego i takiego, ze (i) = ¢ w naszym rozkladzie znajdzie si¢ 1 elementowy
cykl odpowiadajacy petli (i,i) w grafie D,.

W grafie skierowanym 1-faktoryzacja to podzbiér krawedzi grafu taki, ze stopien wejscia oraz wyjscia
kazdego z wierzchotkow wynosi 1. Zauwazmy, ze taki rozktad na cykle roztaczne o = ¢y ...c, zadaje
1-faktoryzacje grafu D, cyklami roztacznymi. Méwimy. ze (i,5) € ¢; jako cyklu w grafie D, gdy ¢;(i) = j.

4.2 Rozwiniecie g-wyznacznika wzgledem cykli w grafie

Wzory przedstawione w tej czesci sa prawdziwe jesli indeksy wierzcholtkéw G(A) oraz D(A) spelniaja
odpowiednie warunki. W [dF19], dla G(A) jesli dwie rozlaczne krawedzie {i,j},{k,l} € E oraz i < j,
k<l to

i<j<k<l (4)

lub
i<k<l<y. (5)

Zauwazmy, ze oznaczaja one, ze po roztozeniu wierzchotkéw grafu na osi liczbowej, dla kazdych dwéch
roztacznych krawedzi, zachodzi sytuacja

~
<
el
o~
—
D
=

lub

~
o~
o~
<
—~
N
~—



Czyli po roztozeniu wierzchotkéw grafu na osi liczbowej, krawedzie nie moga sie przecinaé¢. Z dowodu
lematu 14 wynika iz dla grafu skierowanego D(A) wystarczajacy jest nieco lagodniejszy warunek. Mia-
nowicie jesli w D(A) istnieja rozlaczne cykle ¢1, co takie, ze wierzcholki i, € c¢1, k,l € co, krawedzie sa
w jednym z ulozen:

7 J k l 1 J k l 1 J k l 1 7 k l

(8)

(9)

Zatem, jesli w D(A) istnieja roztaczne cykle ¢y, ¢ takie, ze (4, j) € c¢1,(k, 1) € ca, aby spelnial powyzszy
warunek, w grafie nie moze by¢ krawedzi:

i koo I i koo I i koo I i koo L o)

Jesli graf G(A) spelnia warunki (4),(5), graf D(A) spelnia warunki (8),(9). Gdyby w G(A) istnialy dwie
roztaczne krawedzie przecinajace sie, w D(A) krawedzie te nalezaly by do dwéch roztacznych cykli, czyli
nie spelialby warunkéw (8),(9).

Lemat 14. Jesli graf permutacji o € Sy, D, spelnia warunki (8),(9) oraz T, v sq rozlgcznymi permuta-
cjami takimi, ze Ty = o, dlai < j o(i) > o(j) wtedy i tylko wtedy gdy 7(i) > 7(3) lub v(i) > v(j).

Dowdd. Jesli 7,5 oba nie sa punktami stalymi jednej z permutacji 7 lub v, poniewaz sa one rozlaczne,
status ich inwersji nie zmieni si¢ po ztozeniu permutacji. Wezmy zatem dowolne i, j takie, ze ¢ < j oraz
7(2) # i 1 v(j) # j 1 rozpatrzmy mozliwe przypadki.

1. 7(i) > j oraz 2.4 >7(j) oraz

(a) 7(i) < i. Wtedy jedynym mozliwym ulo-

(a) v(j) > j. Woéwczas jedynym mozli- seniem jest

wym ulozeniem jest

zatem o (i) > o(j). zatem o (i) > 0 (j).

(b) v(j) < j. Wtedy jedynym mozliwym (b) 7(i) > i. Wtedy jedynym mozliwym ulo-
ulozeniem jest zeniem jest
i oy J () @) v T
zatem o (i) > o(j). zatem o (1) > o(j).

Zalézmy, ze o(i) > o(j), ale 7(4) < j oraz i < y(j). Wéwczas musialaby istnieé¢ krawedz

co daje sprzecznosé z zatozeniem. O

Whniosek 14.1. Jesli graf permutacji o € S, D, spelnia warunki (8),(9) oraz 7, v sq rozlgcznymi
permutacjami takimi, Ze Ty = o, inv(o) = inv(7) + inv(y)

10



Teraz bedziemy postepowaé analogicznie do dowodu dla wyznacznika znajdujacego sie w [MOvdDW89.

Lemat 15. Jesli graf permutacji o = ¢1...cx € Sp, Dy spelnia warunki (8),(9), dla macierzy A €

M;,5n (C)
qinv(o) H Qo (i) = qinV(C1) H aij ... qinv(ck) H Qjj-
i=1 (i,5)€c1 (4,5)€ck
Dowdd. 7 wniosku 14.1 wynika, ze ¢"™V(?) = Hle g™ () Poniewaz 0 = ¢ ... ¢, w iloczynach H(i)j)eq aij
znajda sie wszystkie sktadniki [T, Qig(i)- O

Zauwazmy, ze poniewaz ¢™v(?) I, aig(iy 7 0 tylko gdy kazdy z wyrazéw a;q(;) jest niezerowy, dla
danej permutacji, iloczyn jest niezerowy tylko gdy rozklad na cykle o tworzy 1-faktoryzacje D(A), czyli
kazda krawedz z D, znajduje si¢ w D(A). Jesli graf D(A) spelnia warunki (8),(9), graf kazdej permu-
tacji dajacej niezerowy iloczyn réwniez spelnia warunki (8),(9). Mozemy teraz sformulowaé nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 16. Niech A € My, (C), przez F = {01,...,0m} oznaczmy zbidr permutacji ktdrych
rozklad na cykle tworzy 1-faktoryzacje D(A). Jesli D(A) spetnia warunki (8),(9),

ko
dgt(A) = Z Hqinv(cla) H Qjj -~ H Qij- (11)

oceFl=1 (i,j)€c1,, (4,J)EChy
Mozemy teraz pokazaé kluczowe twierdzenie tego rozdziatu. Dla cyklu ¢ = (i1 ig ... ik) przez
A\ ¢ rozumiemy macierz ktorej graf D(A \ ¢) powstal przez usuniecie wszystkich krawedzi potaczonych
ze zbiorem wierzchotkéw {i1,... i}, zatem dla 4; € ¢, dla kazdego j # 4 a;,; = 0 oraz aj;, = 0, oraz

A5 = 1.

Twierdzenie 17. Niech A € My, xn(C). Oznaczmy przez v pewien ustalony wierzcholek w D(A) oraz
Przez c1, ... Cm cykle w D(A), zawierajgce wierzcholek v. Jesli D(A) spetnia warunki (8),(9)

m
det(A) = Z ¢V det(A\ ;) H ajj. (12)

I 1=1 ! ()€t
Dowdéd. Oznaczmy przez Fi, ..., F,, zbiory permutacji tworzacych 1-faktoryzacje D(A), ktére w swoim
rozktadzie na cykle rozlaczne zawieraja odpowiednio ¢y, ..., ¢y,. Oczywiscie sa one roztaczne. Zgodnie z
wzorem (11):

m
() =3 Y T 1T e
e =1 c€F cco (i,5)€c

wylaczajac przed sume cykl ¢; oraz powiazany z nim iloczyn sktadnikéw macierzy

m

_ inv(cp) . inv(c) ..
d((;t(A) —Zq ! H a;j Z H q H 5.

=1 (i,5)€c o€F cEo (i,5)€c
cFa c#al

Mozemy teraz zauwazy¢, ze

SoITed™@ I ey = det(4\ o),

o€F, ceo (i,5)€c
cFe c#cy
gdy rozpiszemy det, (A \ ¢;) zgodnie z wzorem (11). O

Przyktad 1. Zauwazimy, Ze graf macierzy

o = o o
_ o o o
oSO O
o o= O
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z Rysunku 4.1 nie spelnia warunkéw (8),(9). Z lematu 5 wiemy, ze det,(A) = ¢™((3C) = ¢4 podczas
gdy rozwijajoc wzgledem cykli przechodzgcych przez wierzcholek 1 otrzymamy

0

inv(lS)qinv(24) 6

qinv(13) dgt = ¢5.

oS O O
= O O O
O = OO

1
0 _q
0

Jedli macierz A jest hermitowska, wszystkie krawedzie w D(A) maja odpowiednik w przeciwnym
kierunku. Mozemy zatem mysleé¢ o grafie nieskierowanym G(A) = (V, ) w ktérym {i,j} € & jesli a;; # 0
oraz aj; # 0. W dalszej czeSci pracy przez (ij) rozumiemy transpozycje (z j), lub przez naduzycie
notacji utozsamiany z nia cykl w grafie D(A).

Twierdzenie 18. Niech A € My, «,(C) bedzie macierzg hermitowskq. Oznaczmy przez i pewien ustalony

wierzcholek w D(A) oraz przez ¢, ... cm cykle w D(A) dluzsze niz 2 elementy, zawierajgce wierzcholek i.
Jesli G(A) spelnia warunki (4),(5),

m

det(A) = a;;det(A\ (i) + ™D a2 det (AN (i) + Y ™D det(A\ &) [T ae,

gdzie e to pary indeksow krawedzi nalezgcych do ¢;.

Dowdd. Wzér ten wynika z zastosowania rozwinigcia (11) i wyodrebnienia cyklu 1 elementowego oraz
cykli 2 elementowych. O

Zauwazmy ze w G(A) znajduje sie cykl wtedy i tylko wtedy gdy w D(A) znajduje sie cykl posiadajacy
wiecej niz 2 elementy.

Whiosek 18.1. Niech A € Myxn(C) bedzie macierzq hermitowskq, i € {1,...n}. Jesli G(A) spelnia
warunki (4),(5) oraz jest drzewem

det(A) = az det(A\ (1)) + D ¢ 0P ]ay[*det (4\ (i) (13)
{i,j}€€&

4.3 Monotoniczno$¢ dla drzew
Mozemy teraz, badajac pochodna pokazaé ro$niecie g-wyznacznika na dodatnio okreslonych macierzach.

Lemat 19. [dF05] Niech A € My, (C) bedzie macierzq hermitowskq, i € {1,...n}. Jesli G(A) spelnia
warunki (4),(5) oraz jest drzewem,

d o inv(if)— .
Godet() = 37 v (i)™ oy det () (1)) (14)
{i,j}e&

Dowdd. Zauwazmy, ze dety(A\ (1)) = dety(A11), gdzie A1; to minor z usunietg 1 kolumna i wierszem,
poniewaz kazda permutacja tworzaca 1-faktoryzacje D(A \ (1)) nie ma elementéw bedacych w inwersji z
1. Podobnie dety(A \ (15)) = dety(A1;), gdzie gdzie A;; to minor utworzony poprzez usuniecie kolumn
oraz wierszy inddeksowanych 1, j, poniewaz kazda permutacja tworzaca 1-faktoryzacje D(A \ (15)) nie
ma elementéow bedacych w inwersji z 1 badz j. Nie jest to prawda dla ¢ # 1, poniewaz wowczas moga
istnie¢ permutacje zawierajace cykl (ij) o grafie D, zawierajacym krawedz

woéwcezas obciecie permutacji do zbioru {1,...,n} \ {i,j} zmienilo by liczbe inwersji, przez co warto$é
det,.

Ta obserwacja pozwala nam na przeprowadzenie dowodu przez indukcje po wymiarze macierzy n. Dla
n =2,

d _ 2 _ _inv(12)—1 2 1 0
dfngt(A)*|012| =q a1z d;zt 0 1

12



Zal6zmy, ze wzor (14) zachodzi dla macierzy hermitowskich wymiaru mniejszego niz n. poniewaz

det(A) = apdet(A\ (1) + > ¢™]ay|*det (A (17)),
q q {1,j}€5 q

T det(d) = Fandet(An) + 30 (10 anPdet () + 3 g9 an T det (A,

dgq
{1,k}e€ {1,k}e€

skorzystamy z zalozenia dla Ai; oraz Ayj,

—an Y v ()™ agPdet (AN (D)) + Y inv(IR)g™ et (A1)

{i,jye€ {L,k}eg
1<i,1<y
+ 0> @™ Way Y inv (ig) ¢ ag; ] det (A )\ (1k)(i)) -
{1,k}e€ {i,j}e€ g
1<i,1<y
i#k,j#k

Zauwazmy, ze

S0 a3 v (i) g™ ay [ det (4 (1h)(i5)) (15)
{1,k}ee {i,j}€€
1<i,1<j
i#k,j#£k
= > inv(if) ¢V a2 > qinv(l’“)|a1k|2dqet(A\(1k)(ij))- (16)
{i,j}€& {1,k}€G(A\(i5))
1<4,1<y

Korzystajac ze wzoru

det(A\ (i) = a1a det(A\ (1)(7)) + > qinv(lk)\a1kl2d§t (AN (1F)(ig)) »
{1k} EG(A\@))

dla kazdych (4, j) w ponizszej sumie

> i (i) g™ g Pary det (AN (1)(i7)) + D inv (i) g™ ag[* 3 ™ M arnf* det (A (1k) (i)

{ijre€ {ijre€ {1,k}€C(A\(i5))
1<2,1<y 1<2,1<y
= 7 v () g™ ayldet(4\ (i),
{ijeE
1<4,1<g
Zatem
d N .
—det(A) = > inv (i) @™ ag P det(A\ (i) + D inv(1k)g™ ) " ag,]* det (A1)
dq a ~= q q
{i,j}€€ {1,k}e&
1<4,1<y
= > inv (i) @™ ag|? det (A \ (i)
{ijree !

O

Twierdzenie 20. [dF05] Niech A € M, «,(C) bedzie macierzq hermitowskq, dodatnio okreslong, i €
{1,...n}. Jesli G(A) spelnia warunki (4),(5) oraz jest drzewem, dety(A) jest funkjg niemalejgcq dla
q€[-1,1].

Dowdéd. Macierz A\ (ij) jest dodatnio okreslona, bo na podprzestrzeni zadanej indeksami {1, ..., n}\{4,j}
zachowuje sie jak gléwny minor A, ktory jest dodatnio okre$lony, a na pozostalych jak identycznosé.
Zatem, poniewaz z twierdzenia 7 dety(A \ (i5)) > 0, oraz ilo$¢ inwersji w transpozycji (ij) jest zawsze
nieparzysta, w sumie

d o

7 det(4) = > v (i) ™) ag, [ det (A (i)

q 4 s q

{i.jtee

wszystkie sktadniki sg nieujemne, zatem g-wyznacznik jest niemalejacy. O
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5 q-potega Schura

Potega Schura macierzy nxn A nazywamy macierz 7(A) wymiaru n!xn!, indeksowang parami permutacji
(0,7) w porzadku leksykograficznym, w ktérej wyraz na miejscu (o, 7) wynosi [[i | ao(;)r(;). JeSli A jest
macierza dodanio okreslona, m(A) réwniez jest dodatnio okreslona. Wéréd wartosci wlasnych tej macierzy
znajduje sie det A oraz perm A, ponadto jesli A jest dodatnio okreslona, det A jest najmniejsza wartoscia
wlasna 7(A) [Bap07].
Oznaczmy przez Py = (q

inv('r_lcr))

r.oes, jadro funkcji ¢™ (@) Zdefiniujmy
g(A) =7(A) o P,

~a-potege” Schura jako iloczyn punktowy P, oraz w(A). Poniewaz iloczyn punktowy macierzy dodatnio
okreslonych jest dodatnio okreslony, m,(A) jest dodatnio okreslona dla ¢ € [—1, 1]. Pokazemy ze wéwczas
det, oraz det_, sa warto$ciami wlasnymi 7(A).

Lemat 21. 7(A)1 = dety(A)1, gdzie 1= (1 ... 1)7
Dowad.

n!

n! n
inv(t o inv(t lo
my(A)1 = (Z g Haam)r(i)) = (Z g H%;lru))

TESH =1 k=1 TESK i=1 k=1

n!

= Z v ﬁ Qiry (1) = det(4)1
i=1

VESn b
O
Lemat 22. Niech v = (sgn(m1) ... sgn(Tm))T. Wowczas m(A)v = det_4(A)v
Dowdd.
n n!
_ inv(Tﬁla' )
w(A)y = (Z sgn(7)q * Haw;lT(iJ
TES, =1 k=1
Niech v = 0;17
n! n!
. -1 .
w(A= | 3 senloene™ O [Jane | = (sl 3 sm)d™ O [[ane | =det(ap.
YES, i=1 el YESn i=1 k=1
O

Latwo zweryfikowaé, ze dla n = 2, det_, jest najmniejsza wartoécig wlasna m,(A). Badajac programem
przypadek n = 3 odkryliSmy, ze macierz

1 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

1 2 1 3 2

1 1 1 ql 12 ql q3 ql q2
(1 1 1) = q2 q1 3 1 q2 q1
1 1 1 q2 q3 ql 12 e ql

“ ¢ ¢ ¢ 1 ¢

¢ ¢ ¢ ¢ ¢

ma warto$é whasna (¢ — 1)2(q + 1), ktéra dla ¢ > 0.6 jest mniejsza od

111
det [1 1 1] =—-¢*+2¢*—2¢+1
T\l 101

Zatem det_,(A) nie zawsze jest najmniejszg wartoscia wlasna m,(A). Okazuje sie, ze jest to wynik opisany
w [BLO4].
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