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Wstep

Nie ma na $wiecie osoby, ktora wie co wydarzy si¢ w przysztosci. Nie wiemy co do-
ktadnie wydarzy sie za minute, dzienn czy rok. Niektore zdarzenia mozemy zaplanowac,
a na pozostale nie mamy wpltywu. Wszedzie tam, gdzie spotykamy sie ze zjawiskami
losowymi, wazna jest znajomos$¢ rachunku prawdopodobieristwa. Instytucje finansowe
takie jak np. firmy ubezpieczeniowe, banki czy domy maklerskie musza umieé¢ oszacowaé
prawdopodobienistwa wystapienia pewnych zdarzen. Firmy ubezpieczeniowe muszg osza-
cowaé prawdopodobienistwo wystapienia pozaru w danym miejscu czy kolizji drogowej
dla pewnego kierowcy. Banki musza oceni¢ z jakim prawdopodobienstwem kredytobior-
ca przestanie sptaca¢ zaciggniety kredyt. Natomiast makler powinien umie¢ w rzetelny
sposob spekulowaé przyszle notowania instrumentéw, w ktore inwestuje.

Waznym zagadnieniem w $wiecie finanséw jest wycena ryzyka. Roznego rodzaju me-
tody probabilistyczne i statystyczne pomagaja w tworzeniu modeli, dzieki ktorym insty-
tucja finansowa moze okresli¢ jakie beda jej potencjalne straty, na ktore jest narazona,
oraz czy pozostanie wyplacalna, w stosunku do podmiotéw, z ktéorymi jest powiazana
réznego typu umowami. Aktualnie na rynku mamy mozliwo$¢ handlu ryzykiem, kto-
re jest traktowane jak dobra materialne. Instytucje finansowe sg sktonne zainwestowac
swoj kapital w inwestycje obarczone ryzykiem, o ile przyniesie im to zysk adekwatny do
ponoszonego ryzyka. Jednym z podstawowych narzedzi do jego oceny sa miary ryzyka.
Ze wzgledu na ogromng ilos¢ czynnikéw wplywajacych na ryzyko, nie istnieje jedna,
uniwersalna miara.

Roéznego rodzaju miary ryzyka, ktére maja zastosowanie w finansach i ubezpiecze-
niach, mozemy odnalezé¢ w literaturze. Temu zagadnieniu poswiecona jest na przyktad
monografia [5], ktora dotyczy gtéwnie miar ryzyka dla modeli jednowymiarowych. Wspot-
czesne badania koncentruja sie rowniez na wielowymiarowych miarach ryzyka, co mo-
zemy zaobserwowac¢ w pracach takich jak [1], [2], [3], [14], [4] czy [6]. Praca [6] zostala
poswigcona badaniu asymptotycznego zachowania miar Marginal Mean Excess (MME)
i Marginal Expected Shortfall (MES) dla wielowymiarowego rozktadu normalnego. Na-
tomiast w [4] sa analizowane asymptotyczne zachowania MME i MES dla zmiennych
losowych o rozktadach ciezkoogonowych. W [14] wyprowadzone zostaly wzory na Tail
Conditional Expectation (TCE) dla wielowymiarowego rozktadu Pareto drugiego rodza-
ju. Ze wzgledu na ztozona posta¢ rozktadu, byly to wzory rekurencyjne. W pracy [1]
zostata wyliczona miara ryzyka Mixed Conditional Tail Expectation (MCTE) dla wie-
lowymiarowego rozktadu Pareto. Powyzsze prace koncentrowaty sie gtéwnie na liczeniu
asymptotyk oraz réoznych klasach rozktadéw lekko i ciezkoogonowych. Doktadne wyniki
sg znane przede wszystkim dla rozktadu Pareto. Nie ma natomiast pozycji poswieconych
miarom ryzyka dla wielowymiarowego rozktadu Weibulla.

Celem tej pracy jest przedstawienie roznych miar ryzyka i policzenie ich dla rozktadu
Weibulla jednowymiarowego oraz wyprowadzenie wzorow na MES i MME dla wielo-
wymiarowego rozktadu Weibulla. Te dwie miary ryzyka pozwalaja nam poznaé ryzyko
zwiazane z jedna z n linii biznesowych danej firmy na podstawie informacji o pozostatych
n — 1 liniach. W pracy zostanie réwniez zaprezentowane wyprowadzenie rozkltadu We-



ibulla za pomoca mieszanki rozktadu wyktadniczego i rozktadu Lévy’ego. W pierwszym
rozdziale zapoznamy sie z definicja cigglej oraz dyskretnej mieszanki rozktadéw. Znaj-
duja si¢ tam rowniez przyktady znanych rozkladéw prawdopodobienstwa uzyskanych
dzieki mieszankom innych znanych i szeroko stosowanych rozktadéw. W drugim rozdzia-
le przedstawiony jest rozktad Weibulla, dla ktérego bedziemy nastepnie wylicza¢ miary
ryzyka. Dowiemy sie rowniez jak uzyskaé¢ ten rozklad za pomoca mieszanek. Kolejny
rozdzial poswiecony jest réznym miarom ryzyka, zaréwno jednowymiarowym jak i wie-
lowymiarowym. Kazda miara jest rowniez policzona dla ryzyka pochodzacego z rozktadu
Weibulla. Szczegélnie ciekawe sa przypadki wielowymiarowych miar ryzyka. Wszystkie
miary zostang réwniez przeanalizowane ze wzgledu na zmiany réznych parametrow.



1 Mieszanki rozkltadow

W tym rozdziale zdefiniujemy czym sa mieszanki rozktadéw oraz zapoznamy sie z ich
przykladami. Jedna z motywacji tworzenia mieszanek jest to, ze zjawisko, ktére modelu-
jemy moze by¢ w rzeczywistosci kilkoma innymi zjawiskami wystepujacymi z nieznanym
prawdopodobienistwem. Na przyktad losowo wybrane roszczenia za bledy dentystyczne
moga pochodzi¢ z wizyty kontrolnej, wypelnienia czy skomplikowanego zabiegu chirur-
gicznego. Ze wzgledu na ich zréznicowane prawdopodobiefistwa wystapienia zastosowanie
mieszanki rozktadéw moze okazaé sie dobrym wyborem.

Aby lepiej zrozumie¢ idee mieszanki zapoznajmy sie rowniez z inng interpretacjg.
Pomyslmy o duzej grupie kierowcow, ktorzy maja ubezpieczenie na wypadek kolizji sa-
mochodowej. Zalézmy, ze czestotliwo$é szkdéd w roku dla ubezpieczonego kierowcy ma
rozklad Poissona ze rednig 6. Srednia liczba szkod w roku dla ubezpieczonego kierowcy
wynosi 6, parametr ten odzwierciedla charakterystyke ryzyka danego kierowcy. Poniewaz
populacja kierowcow jest duza, istnieje niepewnosé co do parametru . Dlatego wtasciw-
sze jest traktowanie 6 jako zmiennej losowej w celu uchwycenia szerokiego zakresu cech
ryzyka u poszczegélnych oséb w populacji.

1.1 Podstawowe definicje

W |7] mieszanki sa zdefiniowane w nastepujacy sposob.

Definicja 1.1. Zmienna losowa Y jest k-punktowq mieszankq zmiennych losowych
X, ..., Xy, jesl jej dystrybuanta wyrazona jest wzorem

Fy(y) :alFX1<y)+a2FX2<y)+"'+akFXk(y)7 (1'1)
gdzie wszystkie a; >0 i ay +as+ -+ +ap = 1.

Pojecie mieszanki rozkladéw mozna rozszerzy¢ od mieszania skoniczonej liczby zmien-
nych losowych do mieszania nieprzeliczalnej ilosci. W ponizszej definicji, he () zastepuje
dyskretne prawdopodobienistwo a; z k-punkowej mieszanki.

Definicja 1.2. Niech X|© bedzie ciggltq zmienng losowq z gestosciq fxje(x|0) i dys-
trybuantq Fxe(x|0), gdzie 0 jest parametrem w rozktadzie X|©. Przypusémy, zZe 0 jest
wartosciq (realizacjq) zmiennej losowej © z gestoscig he(0) (jesli © jest cigglq zmienng
losowq) lub z funkcjg prawdopodobieristwa P[© = 0] (jesli © jest dyskretng zmienng loso-
wq). Mieszankq ciggta X, rozktadu zmiennej losowej X|© z rozktadem zmiennej losowej
O, nazywamy zmienng losowq, ktorej gestosc i dystrybuanta wyrazajq sie nastepujgcymi
wzorams

fx(@) = [ frio(eif)ho(8)do. (12)

Fx(@) = | Fxjo(al8)ho(6)do. (1.3)



jesli © jest ciggtq zmienng losowq, lub

fx(x) = 29: fxje(z|0)P[O = 0], (1.4)

Fx(z) = 20: Fxje(z]0)P[O© = 0], (1.5)

jesli © jest dyskretng zmienng losowq. Analogicznie definiujemy ogon dystrybuanty mie-
szanki ciggltey.

O mieszance rozkladéow mozemy réwniez mysle¢ jak o Sredniej wazonej zmiennej
losowej X|O z waga O. Idea mieszanki dyskretnej, ktorej definicja pochodzi z [10], jest
podobna do mieszanki ciagtej.

Definicja 1.3. Niech X|© bedzie dyskretng zmienng losowq z funkcjqa prawdopodobien-
stwa P[X = z|© = 0]. Natomiast parametr 0 jest wartoscig (realizacjg) zmiennej losowej
O z gestoscig he(0) (jesli © jest ciggltq zmienng losowq) lub z funkcjq prawdopodobieni-
stwa P[© = 0] (jesli © jest dyskretng zmienng losowq). Mieszankq dyskretng X, rozktadu
zmiennej losowej X|© z rozktadem zmiennej losowej ©, nazywamy zmienng losowq, ktd-
rej funkcja prawdopodobienstwa wyraza sie wzorem

P[X =] = /°° P[X = 2|6 = 0]he(6)dd, (1.6)

—0o0

jesli © jest ciggtq zmienng losowq, lub

PX =z] =) P[X =z|© = 6]P[© = 0], (1.7)
0
jesli © jest dyskretng zmienng losowg.

1.2 Przyklady mieszanek

Okazuje sie, ze wiele znanych rozkltadéw prawdopodobienistwa to mieszanki innych
znanych rozktadéw. W tym rozdziale zapoznamy sie z kilkoma mieszankami. Ponizsze
przyktady mozemy znalez¢ w literaturze m.in. w [7] oraz w [11].

Przyktad 1.4 (Wyktadniczy-Gamma). Zatdzmy, Ze zmienna losowa X|© ma rozktad
wyktadniczy z gestoscig fxje(|0) = Oe=% gdziex > 016 > 0 jest dodatnim parametrem.
Natomiast zmienna losowa © ma rozktad gamma z gestoscig he(0) = ﬁ aga-le=h0
gdzie 8 > 0 oraz parametry o, 3 > 0. Mieszankq rozktadu wyktadniczego z rozktadem
gamma jest rozktad Pareto(a, [3).

Rozwigzanie. Zmienne losowe X|© oraz © sa ciagte. Wyliczymy gesto$¢ mieszanki ko-
rzystajac ze wzoru (1.2) z Definicji 1.2 mieszanki ciagte;j.



Mamy zatem

) = /OO Fxiol x|9)h@(9)d9
_/ Qe—ez ﬁaea 1 —B@de

_ 60‘ a—141_—pB60—6x
£ / o1+l a9

_pY T(a+1) /
- T(a) (z + B)ot! Fa—i—l)

gestos¢ rozkltadu Gamma(a + 1,z + )

( —i—ﬁ)a—l—l@a—H 1 —(m+ﬁ) do.

Wyrazenie pod powyzsza catka to gestosé rozktadu Gamma(a + 1, + ), wiec caltka
wynosi 1. Zatem
p* T(a+1)  ap®
[(a) (z+B)e+t (x4 G)*
Otrzymane z powyzszych rachunkéw wyrazenie jest gestoscia rozktadu Pareto(a, 3).
m

fx(z) =

W analogiczny sposoéb mozemy otrzymac¢ mieszanke rozktadow dla wielowymiarowe;j
zmiennej losowej.

Przyktad 1.5. Mieszankqg wielowymiarowego rozktadu wyktadniczego z losowym para-
metrem o rozktadzie gamma jest wielowymiarowy rozktad Pareto.

Rozwigzanie. Zatozmy, ze Xi|A, ..., X,|A sa niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi,
ze X; ~ Exp(A = X). Niech X|A = (X3]A, ..., X,|A), wtedy gestosé X|A wyraza sie

wzorem

n - Zn:fﬂl
fX|A(x|>\) = H )\6_>\zi = \"e =1 ,
i=1
gdzie A > 0,2; > 0,7 = 1,...,n. Zalézmy rowniez, ze A ma rozklad Gamma(a, 3)

z gestoscia ha (). Gestosé mieszanki otrzymujemy w nastepujacy sposob

) = /Doo Fxia (@] \)ha (A)dA

00 —)\in 1
_ A" iz oz)\afl 7ﬁ)\d)\
o VT AT e
I(a) Jo
o I (/3+Zn: x;)
_ ﬁ (Ol+n / 5+sz a—i—n)\a-i-n 1 =1\
()(54_23; a+tn FOH‘”) i=1



Wyrazenie pod powyzsza catka jest gestoscia rozktadu gamma z parametrami av+n oraz
B+ X x;. Kontynuujac
i=1

Otrzymana gestos¢ mieszanki jest gestoscia wielowymiarowego rozkladu Pareto. W [1]
dla tego rozktadu jest wyznaczana miara ryzyka MCTE.

]

Tego typu mieszanki maja szerokie zastosowanie w teorii ubezpieczen majatkowych
oraz osobowych. Analogiczna mieszanka jak w Przyktadzie 1.5 jest uzywana w [13] przy
opisie bayesowskiego podejscia do wyliczania sktadki wiarogodnosci.

Przyktad 1.6 (Wykladniczy-Inverse Gamma). Niech X|© ma rozktad wyktadniczy z pa-

rametrem %, a © rozktad Inverse Gamma z parametrami o i 3. Mieszankq tych rozktadow
jest rozktad Pareto(c, 3).

Rozwigzanie. Wiemy, ze X |0 ma rozktad wyktadniczy z gestoscia

I =
Frio(eld) = ge7,
gdzie x > 01 6 > 0. Natomiast © ma rozklad Inverse Gamma z gestoscia
e 1, _ﬁ
0 0~
f@( ) F(CY) 3
gdzie x, a,, f > 0. Gestos¢ mieszanki wyraza sie wzorem
0o 1 ﬁa
= —e 9 o= 1e=5dY
fx@) =, 9 r( e
/ a5 g

e =7 dl.

_ 5(1 Tla+1) o (B+z)**
(x4 B)ett T(a) /0 Fla+1) o

Wyrazenie pod catks to gestosé rozktadu Inverse Gamma z parametrami a+ 1 oraz S+,
wiec calka wynosi 1. Zatem

B> Ma+1) _ af*
(x+B)tt () (z + B)ott

fx(z) =



Otrzymana gestosé jest gestoscia rozkltadu Pareto(a, 3).
[

Uwaga 1.7. Rozktad Pareto w Przyktadzie 1.6 mozna otrzymac bezposrednio z Przykta-
du 1.4 zauwazajgc wltasnosé, ze jesli zmienna losowa © ma rozktad Gamma(a, 3), to
zmienna losowa % ma rozktad InverseGamma(a, (3).

Przyklad 1.8 (Normalny-Normalny). Rozwazmy zmienng losowq X |© o rozktadzie nor-
malnym N(© = 0,v), gdzie wariancja v jest znana. Zatézmy, zZe parametr © ma rozktad
normalny N(u, o), gdzie oba parametry sq znane. Mieszankq rozktadu normalnego z roz-
ktadem normalnym jest rozktad normalny.

Rozwigzanie. Rozktad normalny jest rozkltadem ciagltym, wiec skorzystamy z Definicji
1.2, aby wyliczy¢ gestosé mieszanki. Otrzymujemy, ze

exp [— (z - 0)2] ! exp [—(0_’@21 do

00 1
\/ 2Ty

2v 2ro 20
—0)? 0 — p)?
exp (z=07 _©®=-n de. (1.8)
27T\/VO' 2v 20
Wyrazenie w wyktadniku mozna przedstawi¢ w alternatywnej formie
($—9)2+(0—,u)2:U+1/[6_ax+l/ur+(x—,u)2. (1.9)
v o Vo o+v oc+v

or + Vi
o+v

fx(ﬂf

Podstawiajac wyrazenie (1.9) do wykladnika catki (1.8) otrzymujemy
o+v 2 (x—p)?
27T\/V(7 eXp [ < vo o= * o+v 40
exp [ ((Ufl),)} 00 1fo+v oxr +vpl?
= / exp [9 — } do
2m\/vo —o0 o+v
GXP ngl), oc+v o+v oxr +vpl?
= / exp [9 — } de.
(v _|_ o) V V2r o+v

Wyrazenie pod powyzsza calka to gestosé rozktadu normalnego N (”iil”/ E,22). Zatem
catka wynosi 1. Po przeksztatceniu otrzymujemy

1
fx($) = mexp [_

=]

2(0+v)

dla z € R. Jest to gestos¢ rozktadu normalnego N(u,v + o).



Przyklad 1.9 (Weibull-Wyktadniczy). Zatdzmy, ze X|A ma rozktad Weibulla z parame-
trami ’%ﬁ i k, natomiast A ma rozktad wyktadniczy z parametrem 0F. Wtedy mieszankq

tych rozktadow jest rozktad log-logistyczny LL(6, k).

Rozwigzanie. Gestos¢ zmiennej losowej X |A o rozktadzie Weibulla Wei(,%ﬁ, k) wyraza
sie wzorem

z|\) = Meahle A
fX\A ;

gdzie x > 01 A\ k > 0. Zatem gestos¢ mieszanki jest zadana wzorem
fx(z) = / A" e A gk e=0" A g\
0
— k! / Nexp [~A(2" + 6%)]dA
0

oo -1 /
_ 1ok k1 - (k| gk
= kO0"x /0 A(mk—l—e"feXp[ Az —I—H)D d\
-

xk + gk

o0

© 1 ko pk

o0 1
= kekxkfl/o g P {—)\(xk + Gk)}d)\

— k@kxk_l <

= kOF k! T + 60%) exp [—)\(xk + Qk)]d)\.

1 / (
(xk +6%)% Jo
W wyrazeniu (1.10) zastosowaliSmy catkowanie przez czesci. Wyrazenie pod ostatnia
calky jest gestodcig rozkladu wyktadniczego z parametrem z* + 0%, czyli catka wynosi 1.
Zatem

k@kxk—l %92k(%)k—1 B k(g)k—l

(5 4652~ () + 12 B((5) + 1%

Otrzymana gestos¢ mieszanki rozkladow jest gestoscia rozkladu log-logistycznego z pa-
rametrem skali # i parametrem ksztattu k.

fx(z) =

]

Przyktad 1.10 (Poisson-Gamma). Rozwazmy zmienng losowq X|© o rozktadzie Pois-
sona ze Sredniq 6 oraz zmienng © o rozktadzie gamma z parametrami o i@ 3. Mieszankq
tych rozktadow jest rozktad ujemny dwumianowy.

Rozwigzanie. Zmienna X|© o rozktadzie Poi(© = #) ma nastepujaca funkcje prawdo-
podobienstwa
e 09*

x!

P(X =x|© =0) =

gdzie x € N,6 > 0. Funkcja prawdopodobienistwa mieszanki wyraza sie nastepujacym
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wzorem
P(X = z) = /°° P(X = 2|0 = §)he(8)dd
0

< e~ f9r 1
— - 7 - ozeoz—l —ﬁ@de
/0 z! T(«a) p c

_ B[ gerant a0

B :L’!F(a)/o g g
g*  T'(x+ «) /00 1

zll(a) (B+ 1)+ Jo T'(z+ «)

(ﬁ + 1>z+aem+a—le—(ﬁ+1)0d9.

Wyrazenie pod caltka to gestosé rozktadu Gamma(xz + a, 3+ 1). Zatem

B T(ta)
PX =2) = h ) 7+ D)

- (51) () =

gdzie x € N. Otrzymana funkcja prawdopodobienistwa jest funkcja rozktadu ujemnego
dwumianowego. Jesli parametr « jest dodatnig liczbg catkowita, to te funkcje prawdo-
podobieristwa mozemy uprosci¢ przeksztatcajac w (1.11) fragment z funkcja gamma:

PLX = 2] = Fgr?ao)é) <5§1>a<§il>m .
- (ﬂi 1>a<ﬁi 1>x
() )

gdzie x € N. O]

Przyktad 1.11 (Gamma-Geometryczny). Zatozmy, ze zmienna losowa X|Y ma rozktad
gamma z parametrami o (dodatnia liczba catkowita) i B (znana stata). Przypusémy, ze
parametr o jest realizacjg zmiennej losowej Y o rozktadzie geometrycznym z funkcjq
prawdopodobienstwa

PlY = a] =p(l —p)* ",

gdzie a € N\ {0}, p € (0,1). Mieszankq tych rozktadow jest rozktad wyktadniczy z para-
metrem [(p.

Rozwigzanie. Gestos¢ zmiennej X|Y wyraza sie wzorem

ﬁaxaflefﬁx.

1 1
R L ]
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Natomiast funkcja gestosci mieszanki jest

= al
Korzystajac z faktu, ze
(o.9) n
=3
n=0 nl

otrzymujemy
fx(z) = Bp e Pz B-p)z _ Bp e~ (Pp)z

Powyzsza funkcja gestosci mieszanki jest funkcja gestosci rozktadu wyktadniczego z pa-
rametrem [p.
O

Dzieki mieszankom mozemy otrzymywaé znane do tej pory i powszechnie uzywane
rozklady, ale rowniez tworzy¢ nowe. Moga one znalezé¢ zastosowanie w réznych dziedzi-
nach, np. w matematyce ubezpieczeniowej, gdzie modelujemy zjawisko, ktére w rzeczy-
wistodci jest kilkoma innymi zjawiskami wystepujacymi z nieznanym prawdopodobien-
stwem.

W kolejnym rozdziale zajmiemy sie szczegblnym przyktadem rozktadu Weibulla, kto-
rego otrzymamy z mieszanki rozktadow ciagltych. Nastepnie wyznaczymy dla niego rézne
miary ryzyka.
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2 Rozklad Weibulla

Rozktad Weibulla szczegotowo opisany w [12] jest niezwykle interesujacy dla staty-
stykow i praktykow ze wzgledu na jego zdolnos¢ do dopasowania sie do danych z réznych
dziedzin, od danych dotyczacych dtugosci zycia po dane pogodowe lub obserwacje do-
konywane w ekonomii i administracji biznesowej, w hydrologii, biologii i naukach tech-
nicznych. Rozklad ten jest czesto stosowany w analizie przezycia podczas modelowania
sytuacji, gdy prawdopodobienistwo awarii czy Smierci zmienia sie¢ w czasie.

Definicja 2.1. Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozktad Weibulla Wei(\, T) z para-
metrem skali A > 0 1 ksztattu 7 > 0 wtedy, gdy jej funkcja gestosci prawdopodobieristwa

wyrazona jest wzorem )
T s UN\NT— IN\T
f@)=1(3) e(-(5))

dla x > 0, a dystrybuanta zadana wzorem

F(z)=1- exp(— (;)j
okreslona jest dla x > 0.

Uwaga 2.2. W zaleznosSci od parametrow, rozktad Weibulla moze przypominaé rozktad
normalny (dla duzych wartosci T) oraz rozktad wyktadniczy (gdy 7 = 1), lub byc rozkta-
dem ciezkoogonowym (gdy T € (0,1)), co mozemy zaobserwowaé na ponizszych wykresach
gestosci prawdopodobienstwa oraz dystrybuanty.

Gestos¢ prawdopodobienstwa Dystrybuanta

Parametry: 1.004

—i=11=05
— L=11=1

—i=1,1=15

0.757

— L=1,1=5

Parametry:
—=1,1=05
—n=1,1=1

—i=1,1=15

— L=1,1=5

0.0 0.00

0.0 05 1.0 15 20 25 0.0 05 1.0 15 20 25

Rysunek 1. Wykresy gestosci prawdopodobienistwa i dystrybuanty rozktadu Weibulla dla
roznych parametrow.

W literaturze np. w |9] czy w [8] przedstawiony jest wielowymiarowy rozklad Weibulla
zdefiniowany nastepujaco:
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Definicja 2.3. Mowimy, ze wektor losowy (Xq,...,X,) ma wielowymiarowy rozktad
Weibulla, gdy ogon dystrybuanty wyraza sie wzorem

F(zy,...,7,) :exp{ — [(ii)g + (2)24— <f\:)wr}>

gdzie a € (0,1], \; € (0,00),7v; € (0,00) dla kazdego i € {1,2,...,n}.

Rysunek 2. Ogon dwuwymiarowego rozktadu Weibulla dla k = 2 .

Na rysunku 2 mozemy zobaczy¢ jak wyglada ogon dystrybuanty dwuwymiarowego
rozktadu Weibulla z parametrami z parametrami o = %7)\1' = k%,% = % dla kazdego
i€ {1,2} oraz dla k = 2.

W dalszej czedei pracy skupimy sie gtéwnie na rozktadzie Weibulla Wei(k2, %) Ten
model jest interesujacy ze wzgledu na to, ze mozna otrzymac go z mieszanki dwoch in-
nych rozktadow. W tym celu zdefiniujemy najpierw klase rozktadéw Lévy’ego, bedacych
szczegblnym przypadkiem rozktadu stabilnego.

Definicja 2.4. Mowimy, zZe zmienna losowa X ma rozktad Lévy’ego Lévy(u,c) z para-
metrem potozenia p € R @ skali ¢ > 0 wtedy, gdy jej funkcja gestosci prawdopodobieristwa
wYraza sie wzorem

10 = e (e )

gdzie x > L.

Uwaga 2.5. Rozktad Lévy’ego Lévy(u,c) jest specjalnym przypadkiem rozktadu stabil-

1

nego Stable(ow = 5,8 = 1,¢, ). Parametry w rozktadzie stabilnym to kolejno parametr

stabilnosci, skosnosci, skali 1 potozenia.

Fakt 2.6. Rozktad Weibulla Wei(k=2, %) mozna otrzymac z mieszanki rozktadu wyktad-

niczego Exp(0) z rozktadem Lévy’ego Lévy(0, %)
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Uwaga 2.7. W fakcie 2.6 intuicyjne bytoby uzycie rozktadu Lévy(0,c). Wtedy otrzyma-

libysmy rozktad Wez(2 ,2) Natomiast dla przejrzystosci rachunkow w dowodzie Faktu
2.8 oraz w kolejnym rozdziale uzyjemy statej c = %2
Okazuje sie, ze prawdziwa jest rowniez ogolniejsza wersja Faktu 2.6.

Fakt 2.8. Wielowymiarowy rozktad Weibulla mozna otrzymac z mieszanki wielowymia-
rowego rozktadu wyktadniczego z rozktadem Lévy’ego.

Dowod Faktu 2.8. Udowodnimy ten fakt wyznaczajac ogon dystrybuanty mieszanki wie-

lowymiarowego rozktadu wyktadniczego z parametrem 6 wraz z rozkladem Lévy’ego
2 . . .

Lévy(0, %). Bedzie wyrazal si¢ on wzorem

_ 00 k
Fx(x :/ e 0@t ten) o i dé’
x(x) 0 2V o3

gdzie X = (Xy,...,X,) oraz x = (x1,...,2,).
Dla przejrzystosci rachunkéw oznaczmy a = xy + - -+ + x,, oraz b = %2. Wtedy

030540 (2.1)

Fxx

ik

Oznaczmy w powyzszym wyrazeniu (2.1) caltke jako I i zrobmy podstawienie y = \‘%g 03

Wtedy
1.6
dy = —\‘fe-%de,
2V a
—2\‘/Edy = 07240,
b
I= 2f/oo e~ VabW ) gy
b Jo

Zapiszmy [ jako sume dwoch catek

I = 2% </1 B—M(yzﬂl”)dy + /OO 6—\/@(1/2+y2)dy) _
0 1

Podstawiajac y = % w pierwszej calce oraz y = x w drugiej, otrzymujemy

I = 2\/7< x 2 42?) d:)?—i—/ —Vab(z2+z~2) dx)
- 2\/>/ (14 —)e Va4 gy
.'13'2
_ —Vab((z—1)242
- 2\/;/1 (1+ﬁ)e Vab((@= 3742 gy

15
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Wykonajmy jeszcze jedno podstawienie z = x — %, czyli mamy dz = 1+ %dw. Otrzymu-

jemy wtedy
I = 2\‘%6/006_‘/%(22“)&2
b Jo

= 2\4/z/oo e 2V abe=Vabz? g,
0
= 2\4/?62\/% /Oo e Vb gz,
0

Powyzsze wyrazenie mozna przeksztalci¢ w taki sposob, aby otrzymac pod catka gestosé
rozktadu normalnego. Zatem

2

T
e Vabdz.

9 —2v/ab
15 v offﬂ—

Pod calka jest gestos¢ rozkladu normalnego N (0, m) czyli wartosé calki to 1. Otrzy-
mujemy wiec

]_2\/; —2f\/_\/_\/_ \/7 2f\/_ %6—2\/@

Wracajac do wzoru (2.1) na ogon dystrybuanty i podstavvlaj@c wartosci I,a oraz b,

otrzymujemy
P s = sl s ) ),

Otrzymany z powyzszych rachunkéw ogon dystrybuanty mieszanki

Fxl) = exp(—k( ) )

1=

to ogon dystrybuanty wielowymiarowego rozktadu Weibulla. O]

Uwaga 2.9. Rozktad wyznaczony w dowodzie Faktu 2.8 jest szczegolnym przypadkiem
wielowymiarowego rozktadu Weibulla, ktory w ogolnosci w literaturze definiowany jest
tak, jak w Definicji 2.3. Podstawiajgc parametry \; = ]3—2, a = %,% = % dla kazdego i €
{1,2,...,n} w Definicji 2.3, otrzymamy ogon dystrybuanty wielowymiarowego rozktadu
Weibulla, ktory zostat wyznaczony w dowodzie Faktu 2.8.

Uwaga 2.10. Mozemy zauwazyé, ze dowod Faktu 2.6 przebiegatby analogicznie jak dowod
Faktu 2.8, poniewaz na dowod nie miat wplywu fakt, Ze uzywalismy wielowymiarowego
rozktadu wyktadniczego. Gdy n = 1, czyli uzywamy jednowymiarowego rozktadu wyktad-
niczeqo otrzymujemy, ze

Fx(z) =e Ve

co jest ogonem dystrybuanty rozktadu Weibulla Wei(k™2, %)

?
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3 Miary ryzyka

Na poczatku musimy zdefiniowaé¢ czym wtasciwie jest ryzyko. Jak czytamy w mono-
grafii [5] ryzyko mozna opisa¢ jako zdarzenie, ktére moze mie¢ miejsce lub nie, a wiec
jest to zdarzenie losowe, oraz ktére powoduje pewne niekorzystne konsekwencje finan-
sowe. Jest to centralne pojecie matematyki aktuarialnej. Ryzyko zawsze zawiera jakis
element niepewnosci np. moment jego wystapienia, czy w ogole wystapi lub jak duze
skutki spowoduje (np. w przypadku ubezpieczen komunikacyjnych). Formalna definicja
ryzyka z punktu widzenia ubezpieczen, przedstawiona w [5], brzmi nastepujaco:

Definicja 3.1. Ryzykiem X nazywamy nieujemng zmienng losowq reprezentujgcg loso-
wq losé pieniedzy ptacong przez firme ubezpieczeniowqg w celu wyptaty odszkodowania
ubezpieczonemu lub osobie trzeciey.

W zamian za ubezpieczenie, ubezpieczyciel otrzyma sktadki. Aktualnie rynek oferuje
nam mozliwos¢ kupowania i sprzedawania ryzyka, tak jakby to bylo dobro materialne.
Banki i firmy ubezpieczeniowe sa sktonne kupowaé ryzyko po okreslonych cenach, ktore
odzwierciedlaja ich zagrozenie. Powstaly zatem rézne metody do pomiaru ryzyka.

Definicja 3.2. Miarg ryzyka nazywamy funkcje p, ktora odwzorowuje ryzyko X na nie-
ujemnq liczbe rzeczywistq p|X| (dopuszczamy nieskoniczono$é) reprezentujgcq dodatkowq
gotowke, ktora musi byé dodana do X, aby ryzyko byto akceptowalne.

Duze wartosci p[X| méwia nam, ze X jest niebezpieczny. Miary ryzyka sa uzywane
np. do okreslania rezerw i wymogéw kapitatowych w celu unikniecia niewyptacalnosci.

W tym rozdziale zaprezentujemy kilka miar ryzyka i policzymy je dla rozktadu We-
ibulla w modelu jednowymiarowym oraz wielowymiarowym.

3.1 Miary ryzyka dla rozkladéw jednowymiarowych

Przyktady oraz szczegdlowy opis miar ryzyka wraz z ich wlasnosciami dla rozkta-
dow jednowymiarowych mozemy odnalezé w [7] oraz w [5]. Miary ryzyka powstawaly
w réznych obszarach zastosowan, co doprowadzito do niejednoznacznodci ich nazw. Np.
Tail Value-at-Risk (TVaR) w roznych zrodtach jest réwniez nazywany Conditional Tail
Expectation (CTE), Tail Conditional Expectation (TCE), czy Expected Shortfall (ES).
W tym rozdziale beda zdefiniowane miary ryzyka powiazane z TVaR, ktorych nazwy
i definicje sa zgodne z definicjami w [5].

Uwaga 3.3. W ponizszych definicjach p oznacza poziom prawdopodobienstwa, p € (0,1).

Value-at-Risk (wartos¢ zagrozona) jest standardowa miara ryzyka uzywana do oce-
ny narazenia na ryzko. Jest to kwota kapitalu wymagana do zapewnienia, z wyso-
kim ustalonym prawdopodobieristwem, ze instytucja nie stanie si¢ niewyptacalna. VaR
pomoze nam réwniez odpowiedzie¢ na pytanie: "lle mozemy straci¢ w ciggu jednego
dnia/miesigca/roku z okreslonym prawdopodobienstwem?". Na przyktad, gdy X jest za-
gregowanym ryzykiem strat firmy ubezpieczeniowej, to wtedy VaR,(X) jest wielkoscia
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kapitatu, ktorym musi dysponowaé¢ firma, aby z prawdopodobienstwem p byta zapew-
niona ptatnosé¢ wszystkich roszczen.

Definicja 3.4. Miare ryzyka VaR (Value-at-Risk), oznaczang przez VaR,(X), definiu-
jemy jako
VaR,(X) = Fx'(p).

Przyklad 3.5. Niech X bedzie zmienng losowq o rozktadzie Wei(\, 7). Policzymy teraz
VaR,(X). Wiemy z definicji, ze bedzie to VaR,(X) = Fx'(p), gdzie

Fy(z)=1— exp(—(%)T). (3.1)

Zatem

Fx(VaR,(X)) = p.

Ze wzoru (3.1) otrzymujemy

()

Z)

Rownowaznie
= —log(1 —p).

Ostatecznie mamy .
VaR,(X) = A—log(l—p))~.
Whiosek 3.6. Dla zmiennej losowej Z o rozktadzie Wei(k™2, %) otrzymujemy

VaR,(Z) = (—log(klz—p))%

Jednak VaR nie opisuje nam zachowania ogona ryzyka poza progiem VaR. Bardziej
uzyteczng miara jest Tail Value-at-Risk (ogonowa warto$é¢ zagrozona), ktora usrednia
nam wszystkie wartosci VaR powyzej poziomu bezpieczeristwa p. VaR dotyczyt prawdo-
podobienistwa wystapienia rzadkich i ekstremalnych zdarzen oraz ryzyka jakie jest z nimi
zwiazane, natomiast TVaR bedzie nas informowat o ryzyku, gdy te ekstremalne zdarze-
nia juz wystapia. Pozwala nam to odpowiedzie¢ na pytanie: "Jesli sprawy przybiora zty
obroét, jakich strat moze spodziewac sie firma?".

Definicja 3.7. Miare ryzyka TVaR (Tail Value-at-Risk), oznaczang przez TV aR,(X),
definiujemy jako

1 1
TVaR,(X) = ;= /p VaR,(X)dt.
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Przyklad 3.8. Niech Z bedzie zmienng losowq o rozktadzie Wei(k™> 1) Policzymy teraz
TVaR,(Z). W poprzednim przyktadzie policzylismy VaR,(Z). Zatem zgodnie z definicjaq,
mamy

1 1
TVaR,(Z) = —— / VaR,(X)dt
pJp

Zastosujemy teraz podstawienie x =1 —t

(1_1]@]{2 /Ol_p log?(z)dz. (3.2)

Wyznaczymy najpierw catke nieoznaczong z wyrazenia (3.2) catkujgc jo dwa razy przez
czesci

TVaR,(Z) =

/logz(as)dx = /(x)’log (z)dr = xlog?(x /2:1: log(x
= zlog*(x —2/log )dx = xlog*(x —2/ "log(x

= zlog’(z) — 2 (x log(z) — /xxdx)
= zlog*(x) — 2vlog(x) + 2z + C.

Teraz wyznaczamy wartos$é catkir oznaczonej i otrzymujemy

TVaR,(Z) = ﬂ—lpﬁk,‘?(x log?(x) — 2z log(z) + 2z) _
= (1—1)1«1:2(1 —p)(log®(1 — p) — 2log(1 — p) +2)
_ 132 (log?(1 — p) — 2log(1 — p) + 2).

Fakt 3.9. Dla kazdego p € (0,1) zachodzi
TVaR,(X) > VaR,(X).

Dowadd. Zgodnie z Definicja 3.7

1
TVaRy(X) = — /p VaR,(X)dt.
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Wiemy, ze VaR,(X) jest funkcja niemalejaca, co wynika bezposrednio z Definicji 3.4.
Zatem

1

1-p

VaR,(X)

1
>
/p VaR,(X)dt -

1 1

L / VaR,(X)dt = / dt = VaR,(X).
I-p P p

Otrzymalismy wiec, ze

TVaR,(X) > VaR,(X).
0

Conditional Tail Expectation (CTE) przedstawia nam warunkows oczekiwana stra-
te zakladajac, ze przekracza ona wartos¢ VaR. Jest to nic innego jak matematyczna
transkrypcja TVaR. CTE zapewnia nam amortyzacje przed $rednia wartoscig straty
przekraczajacej wartos¢ VaR.

Definicja 3.10. Miare ryzyka CTE (Conditional Tail Expectation), oznaczang przez
CTE,(X), definiujemy jako

E[X 1 (xsvar,x))  War,x) @fx(x)ds

CTE,(X) = EXIX > VaRy (O] = = TR ()] ~ 1= Fx(Vary (X))

Przyklad 3.11. Niech Z bedzie zmienng losowq o rozktadzie Wei(k=2, %) Obliczmy teraz

CTE,(Z).Przypomnijmy, ze gestos¢ Z to fz(t) = QL\/Z exp(—kv/t). Zatem, korzystajgc ze
wzoru z Definicyi 3.10, mamy

JVar, 2 tfz(t)dt
1—Fy(Vary,(Z))

1= P [—IO%—M)? t2\/%e dt

= 1 p [_ gl 5\/%6 dt.
k2

CTE,(Z) =

Zastosujemy teraz podstawienie x = kv/t i otrzymujemy
1 oo T2 1 o0
CTE,(Z) = —— —) e ¥dr = 7/ r?e " dz. 3.3
o2) IL—p —10g(1—p)(k?) (1 —p)k? J-10g(1-p) (3.3)

Do obliczenia powyzszej catki musimy dwa razy zastosowadé wzor na catkowanie przez
czesci. Wyznaczymy najpierw catke nieoznaczong

/1’26_Idl’ = /xz(—e_w)/dx = -2+ 2/:1ce_$dx
= —2e " +2(—ze " + /eﬂ”d:ﬁ)

= —e"(2*+22+2)+C.
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Obliczamy warto$é catki oznaczonej (3.3) i otrzymujemy

1 —z ()2 N
CTEZ) = G el a2l
_ (1—1].%2(1 — p)(log(1 — p) — 2log(1 — p) + 2)
_ 132(1Og2(1 —p) —2log(1l —p) + 2).

]

Uwaga 3.12. Z powyzszych przyktadow widaé, ze TVaR,(Z) = CTE,(Z) dla kazdego
€ (0,1). Ogalniej, jesli dystrybuanta zmiennej losowej Z jest ciggta to CTE i TVaR
przyjmujq te same wartosci dla wszystkich p z przedziatu (0,1).

Conditional Value-at-Risk (CVaR), zwany rowniez Mean Excess, jest czesto uzywany
w okredlaniu ryzyka przy ubezpieczeniach na zycie.

Definicja 3.13. Miare ryzyka CVaR (Conditional Value-at-Risk), oznaczang przez
CVaR,(X), definiujemy jako

CVaR,(X) =E[X — VaR,(X)|X > VaR,(X)] = CTE,(X) — VaR,(X).

Jak widzimy w powyzszej definicji, CVaR to nic innego jak réznica miedzy CTE (czy
TVaR) a VaR, ktore sa okreslone na tym samym poziomie prawdopodobienstwa p.

Przykiad 3.14. Dla zmiennej losowej Z z rozktadu Wei(k™2, %) mamy

CVaR,(Z) = ;(logQ(l— p) —2log(l —p) +2) - (_1og(k12—p))2
= ;(log(l—p)—l)-

O

Expected Shortfall (ES), zwana rowniez transformacja Stop-Loss na poziomie VaR,
wskazuje nam kwote, jakiej strata rynkowa nie powinna przekroczy¢ w pewnym okresie.

Definicja 3.15. Miare ryzyka ES (Expected Shortfall), oznaczang przez ES,(X), defi-
niujemy jako

ES,(X) = E[(X - VaR,(X))).

W kolejnych rachunkach wielokrotnie bedzie wykorzystywana ta sama catka. Wy-
znaczymy te catke w ponizszym lemacie. Dzieki temu, przyszle rachunki beda bardziej
przejrzyste.
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Lemat 3.16. Zalozmy, ze a € R\ {0} oraz b € R,. Wtedy

T —2 p—n
/e_a oy = — e "avr + b+ 1)+ C.
a

Dowaod. Chceac policzy¢ nastepujaca catke
/e—a\/:v-l—bdx’
na poczatku wykonujemy podstawienie vz + b = y. Otrzymujemy zatem

! d d
— — dr=dy,
2v/x +b 4

réwnowaznie mozemy zapisac
dx = 2ydy.

Mamy
/e_‘””bdx = /de_aydy.

Powyzsza catke policzymy przez czesci. Mamy zatem
-1
/de_“ydy = Z/y(—e_“y)/dy
a
— -1
= 2(—ye_ay — / —e_aydy)
a a

= 2(%6’“9 — a12€ay)

= ?e_ay(ay +1)+C.
Wykonujemy poczatkowe podstawienie vx + b = y i otrzymujemy

T —2 P
/e’a oy = — eV (aVr + b+ 1)+ C.
a

Przyklad 3.17. Dla zmiennej losowej Z z rozktadu Wei(k™2, %) mamy
ES,(Z) = / T F(t + VaR,(2))dt
0

- /OOO exp( — ky/t + VaR,(Z))dt.

Powyzszq catke obliczamy uzywajgc Lematu 3.16. Mamy zatem

o0

ES,(Z) = ;22 exp( — ky/t + VaR,(2)) (ky/t + VaR,(Z) +1)

0
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23:77847

= 0——gfam(—kabRAZD(k¢VaRAZ)+1)

2

—log(1 —p)

—log(1 —p)

= ﬁexp(—k

—2(1 —p)

A

+1)

= —F (log(1 —p) —1).

]

Przeanalizujemy teraz wykresy miar ryzyka, zdefiniowanych w tym rozdziale, dla
rozkladu Weibulla Wei(k™2, 3) z réoznymi parametrami w zaleznosci od p € (0.9, 1).

50

=

Parametry:
— k=1
404 — k=2
— k=3
agq - k=4

VaR(p)

20

104

0.950 0.975

p
(a) VaR dla rozkladu Wei(k?, 1)

| Parametry:
— k=1
— k=2
— k=2
— k=4

L

0.950 0.975 1.000

p

(c) CVaR dla rozkladu Wei(k?, 1)

0.900 0.925

404

104

0.6

0.2

0.0

| Parametry:

4 = k=4

— k=1
— k=2
— k=3

\

0.950 0.975 1.000

p

(b) TVaR dla rozktadu Wei(k?, 3)

0.900 0.925

0.950 0.975 1.000

p
(d) ES dla rozktadu Wei(k?, 1)

2

0.900 0.925

Rysunek 3. Wykresy miar ryzyka dla rozktadu Weibulla z r6znymi parametrami w za-
leznosci od p € (0.9,1).

7 wykresow 3a i 3b wynika, ze wraz ze wzrostem poziomu prawdopodobienstwa ro$nie
rowniez warto$¢ miar ryzyka VaR oraz TVaR. Mozna tez mysle¢ o tym w nastepujacy
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sposob. Skoro wzrasta prawdopodobienistwo wypltacalnosci danej instytucji, oznacza to,
ze rosnie réwniez kwota jaka musi ona posiadaé, aby byta w stanie zapewni¢ mozliwosé
wyplat wszystkich roszczen. Zatem zblizajac sie do stuprocentowej pewnosci co do wy-
placalnosci, kwota rosnie do nieskoriczonosci. Poniewaz, aby instytucja byta w kazdej sy-
tuacji wyptacalna, musi dysponowaé nieograniczonym kapitatem. Wykres 3¢, pokazujacy
jak zachowuje sie CVaR wraz ze wzrostem p, réwniez posiada analogiczna interpretacje.
Dzieki wiedzy, ze CVaR jest r6znicag miedzy TVaR a VaR oraz wlasnosci przedstawione;
w Fakcie 3.9, ksztalt tego wykresu nie jest dla nas zaskakujacy. Natomiast wykres 3d
wskazuje na to, ze im wieksze prawdopodobienstwo wyptacalnodci instytucji zaktadamy,
tym mniejsza mozemy ponie$é strate w danym okresie. Zatem jesli mamy stuprocentowsa
pewnosé, ze nasza instytucja jest wyptacalna, nie moze ona ponosi¢ wtedy zadnych strat.
Powyzsze wykresy sa rozwazane tylko dla p € (0.9, 1), poniewaz w praktyce miary ryzyka
sa wyliczane jedynie dla wartosci p bliskich 1.

3.2 Miary ryzyka dla rozktadéw dwuwymiarowych

W tym rozdziale przedstawimy opisane w [4] dwie miary ryzyka MME oraz MES
dla rozktadéw dwuwymiarowych. Te dwie miary wykorzystywane sa w kontekscie ryzyka
zarazenia (ryzyka systemowego). Mozemy mysle¢ o tym w nastepujacy sposob. Zatozmy,
ze mamy wektor ryzyka (Zy, Zs). Zy oznacza ryzyko calej instytucji, natomiast Z; jest
jednym sktadnikiem ryzyka np. wybrana linig biznesowa jaka prowadzi ta instytucja.
Chcieliby$my poznaé sytuacje tej konkretnej linii biznesowej, gdy cala instytucja jest
w niebezpieczenstwie. Takie ryzyko zarazenia dotyczy kazdego podmiotu zajmujacego
sie ryzykiem na duza skale.

Nie nalezy doszukiwac¢ sie $cistych analogii miedzy nazwami miar dla rozktadéw dwu-
wymiarowych i nazwami miar dla rozktadéw jednowymiarowych. Sa to pojecia stosun-
kowo mtode i ich nazwy nie zostaly jeszcze usystematyzowane.

Definicja 3.18. Zaldzmy, ze (Z1,Z,) jest wektorem losowym, a Zy jest catkowalng
zmienng losowq (tzn. E[|Z1]] < o0). Marginal Mean Excess (MME) na poziomie p, gdzie
€ (0,1) definiujemy jako

MME(p) = E[(Z, — VaR,(2Z:))+|Z2 > VaR,(Z,)).

MME interpretujemy jako oczekiwana nadwyzke ryzyka Z; nad VaR,(Z,) zaklada-
jac, ze wartos$¢ Zs jest juz wieksza niz ta sama warto$é VaR.

Definicja 3.19. Zalozmy, ze (Z1,Z,) jest wektorem losowym, a Zy jest catkowalng
zmienng losowq (tzn. E[|Z1|] < oo0). Marginal Ezxpected Shortfall (MES) na poziomie
p, gdzie p € (0,1) definiujemy jako

MES interpretujemy jako oczekiwany niedoboér jednego ryzyka, biorac pod uwage, ze

drugie ryzyko jest wyzsze niz jego VaR.
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Obie te wielkosci sa wskaznikami zarazania ryzykiem i sa przydatne w réznych za-
stosowaniach, od finanséw, ubezpieczen i ryzyka systemowego po ryzyko srodowiskowe
i klimatyczne.

Inna interpretacje mozemy znalezé w |1 czy w [2]. Zaktadamy, ze instytucja prowadzi
pewne dwie linie biznesowe, gdzie 7, Zs reprezentuja ich ryzyka. Chcieliby$my uzyskac
informacje o tym co dzieje sie z pierwsza linia majac tylko informacje o linii drugie;j.

Przyktad 3.20. Niech (Zy, Zy) bedzie wektorem losowym, ktorego taczny rozktad to dwu-
wymiarowy rozktad Weibulla o funkcji przezycia

F(xy,1y) = e FVorree,
Rozktadem brzegowym Z; jest rozktad Weibulla Wei(k=2, %), ktorego ogon dystrybuanty

wYraza sie wzorem
Vai —k\/x;

gdzie v = 1,2. Policzymy teraz MME dla tego wektora. Zgodnie z Definicjg 3.18
MME(p) = E[(Z1 —VaR,(Zs))+|Zs > VaR,(Z,)]

/oo P[Z, > x, Zy > VaR,(Z,)]
VaR,(Zs) P[Zy > VaR,(Z,)]

1 Lo
e Flz.VaR,(Z,))d
e AL O

— 1 /OO e—k\/a;—i—\/aRp(Zg)dl,.

1 —p Jvar,(22)

Powyzszq catke obliczamy korzystajgc z Lematu 3.16 i otrzymujemy

/°° o—kV/oHVaR,(Z2) g,

dx

VaRy(Z2)
_ ;22 exp( = ky/z + VaR,(Z2)) (k\Jx + VaR,(Zs) + 1)
VaR,(Z2)
= S on(— h2VaR,(2)) (ky/2VaR, (%) +1)
= Zoxp( - kv o p 8Dy
= ,32 (1= p)V?(1 = log(1 - p)*?).
Mamy wiec
MME() = 505 (1~ log(l - p)?)
= ,32(1 — )" (1= log(1 - p)¥?)
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Przyklad 3.21. W tym przyktadzie policzmy MES dla takiego samego wektora (Zy, Zs)
jak w poprzednim przyktadzie. Zgodnie z Definicjg 3.19 mamy

MES(p) = E[Z1|Z2 > V(ZRp(ZQ)]
1

_ Pz 7z 7
P[Zy > VaR,(Z,)] /0 71> @, 2 > Valy(2)d

— ; 1 /OO e—k\/x—l—VaRp(Zg)dx.

Powyzsza catka jest doktadnie taka sama, jaka powstaje przy obliczaniu ES,(Zs). Zatem
2 Przyktadu 3.17 oraz Lematu 3.16 otrzymujemy

MES(p) = ] ip _2(11{2— p) (log(1 —p) —1)
= 21— log(1~p)).

3.3 Miary ryzyka dla rozkladow wielowymiarowych

Definicje MME i MES mozemy uogélnié¢ dla przypadku wielowymiarowego. Zgodnie
z interpretacja z [1] czy z [2] mozemy mysle¢, ze instytucja posiada n linii biznesowych.
Chcielibysmy wywnioskowadé jakie$ informacje o sytuacji jednej z tych linii, posiadajac
wiedze tylko na temat pozostalych n — 1 linii. Chcemy sie dowiedzie¢ jaki bedzie ocze-
kiwany niedobér lub nadwyzka ryzyka tej linii w przypadku, gdy pozostale linie znajda
sie w niebezpieczenstwie.

Definicja 3.22. Zatozmy, ze (Z1,...,Z,) jest wektorem losowym, a Z; jest catkowalng
zmienng losowq (tzn. E[|Z1]] < o0o0). Marginal Mean Excess (MME) na poziomie p, dla
€ (0,1) definiujemy jako

MME(p,n) =E[(Z1 — Ap)+|Zs > VaR,(Zs), ..., Z, > VaR,(Z,)],
gdzie

A, => VaR,(Z;).
1=2

Definicja 3.23. Zatdzmy, ze (Z1,...,7Z,) jest wektorem losowym, a Z, jest catkowalng
zmienng losowq (tzn. E[|Z1|] < 0o). Marginal Expected Shortfall (MES) na poziomie p,
dla p € (0,1) definiujemy jako

MES(p,n) = E[Z|Zy > VaR,(Zs), ..., Zn > VaR,(Zy,)).

26



Twierdzenie 3.24. Niech (Z, ..., Z,) bedzie wektorem losowym, ktorego taczny rozktad
to wielowymiarowy rozktad Weibulla z parametrami o = %, A= k%,'yi = % dla kazdego
i€ {1,2,...,n}, natomiast rozktadem brzegowym Z; jest rozktad Weibulla Wei(k™2, 1).
Wtedy

P _ .
MME(p,n) = ﬁ(l—log(l—p) 2( 1)(1_p)(\/§ V=T
Dowdd. Wiemy z Definicji 2.3, ze (Z1, ..., Z,) ma taczny rozklad o nastepujacej funkcji

przezycia
F(xy,...,2,) =V 2 T

a ogon dystrybuanty brzegowego rozktadu to
Gy, (1) = e "V,

Bedziemy liczy¢é MME dla tego wektora analogicznie jak w przypadku dwuwymiarowym.
Mamy

MME(p,n) = E[(Zi — A)|Zs > VaR,(Zy),...,Zn > VaR,(Z,)]
B /oo P[Z, > 2,79 > VaR,(Zy), ..., Zn > VaR,(Z,)]
 Ja,  PlZy>VaR,(Zy),...,Z, > VaR,(Z,)]

1 /°° —ky/T+Ap
= e T8 dx.
e_k\/ AP Ap

dx

Powyzsza catke liczymy uzywajac Lematu 3.16 i otrzymujemy

o0

/: e hVEr A gy — zfek\/AP” (k:\/Ap +z+ 1)

Ap
7 Wniosku 3.6 wiemy rowniez ile wynosi VaR dla zmiennej losowej o rozktadzie Weibulla

Wei(k™2,3), wige

A, = _f;vaRp(zi) -1 1°g§€12_p))2.

Zatem

2
MME(p,n) = (1—p)Vrize™ QAP(]{? 2Ap+1)

kQ
—v/n— 2 n— n—
= (1-p) V"5 p) VI (1~ log(1 - p) V)
2
= (1 log(1 = p)V2rD) (1 — p)VEIvR~,
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Twierdzenie 3.25. Niech (Z, ..., Z,) bedzie wektorem losowym, ktorego taczny rozktad
to wielowymiarowy rozktad Weibulla z parametrami o = %, A= k%,'yi = % dla kazdego
i€ {1,2,...,n}, natomiast rozktadem brzegowym Z; jest rozktad Weibulla Wei(k™2, 1).
Wtedy

:2 (1 —log(1 — p)‘/ﬁ)

Dowod. Wyliczanie MES bedzie przebiegato analogicznie jak w przypadku MME. Mamy

MES(p,n) =

MES(p,n) = E[Zi|Zy > VaR,(Zs),...,Z, > VaR,(Z,)]
B /oo PZ, > 2,2y > VaRy(Zs), ..., Zu > VaRy(Zy)]
0

dz.
P[Zy > VaRy(Zs), ..., 2y > VaR,(Z)]

Jest to ta sama catka co w poprzednim dowodzie, tylko z innym zakresem calkowania.
Otrzymujemy zatem

MES(p,n) = (1—p)_vn_1/ooe_k\/x+’4"dx

[e.9]

= (1—p) vt ﬁe—’“\/f‘r“ k\/A —l—x+1)]

— (1—p) VT —6*]“\/_ (ky/Ap +1) ]

(L ()|

= %(1 —log(1 —p)m).

0

]

Przeanalizujemy teraz wykresy MME i MES, wyznaczone dla wielowymiarowego roz-
ktadu Weibulla, przy réznych wartosciach n. Na wykresach 4a i 4b mozemy zaobserwowa¢
jak zmieniaja sie wartosci MME i MES dla coraz wiekszych wartosci n, czyli liczby linii
biznesowych, wraz ze wzrastajacym prawdopodobienstwem wyptacalnosci danej insty-
tucji. MME pokazuje, ze im wiecej linii biznesowych posiada instytucja tym mniej strat
moze przynosi¢ pojedyncza linia, gdy pozostate sg w niebezpieczenistwie. Natomiast MES
wskazuje na to, ze im wiecej linii biznesowych tym wiekszy kapitat do zabezpieczenia wy-
placalnos$ci musi gromadzié¢ pojedyncza linia, gdy pozostate sa w niebezpieczenistwie.
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Parametry: Parametry:
= k=2, n=§ 207 — k=2 n=2
=10 — k=2
"hs k=2, n=5
0.41 — k=2,n=10
154
. . — k=2,n=15
o =%
m o
= L
= = 404
0.2+
5_ J
0.0
0.900 0.925 0.950 0.975 1.000 0.900 0.925 0.950 0.975 1.000
p p
(a) MME (b) MES

Rysunek 4. Wykresy MME i MES dla wielowymiarowego rozktadu Weibulla przy réznych
wartosciach n.
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