Uniwersytet Wroclawski
Wydzial Matematyki i Informatyki
Instytut Matematyczny

specjalnosé: matematyka stosowana

tukasz Stepien

Uklad Debye’a w opisie zjawiska poétprzewodnictwa

Praca licencjacka
napisana pod kierunkiem
prof. dr. hab. Piotra Bilera

Wroctaw, 2021



Spis tresci

1

Preliminaria 3
1.1 Podstawowe definicje fizyczne . . . . . .. ... ... L oo 3
Opis fizyczny zjawiska pétprzewodnictwa 4

Opis matematyczny zjawiska poélprzewodnictwa 4
3.1 Przedstawienie modelu zaproponowanego przez Nernsta, Plancka i Debye’a . . . 4
3.2 Funkcjonalyentropii . ... ... ... ... ... ... 6
3.3 Asymptotyczne wlasnodcirozwigzan . . . . .. ... oL 7

Dowody twierdzen 8
41 Dowdd Twierdzenial . . . . ... .. ... .. L 8
42 Dowdd Twierdzenia2 . . . . . . ... .. . .. e 11
4.3 Dowdd istnienia i jednoznaczno$ci wyznaczenia stanu stacjonarnego <LI, v, <I)> .. 13
Przypadek dwuwymiarowy 14
5.1 Rozwigzania samopodobne w przypadku dwuwymiarowym . ... ... ... .. 14
Podsumowanie 17

Spis rysunkow

1 Ograniczone rozwigzania . . . . . . . . . . . . ..ot 15
2 Nieograniczone rozwigzania . . . . . . . . . . . . . vttt 16
3 Obszar spetniania warunkéw brzegowych dla uktadu 3.1) . . . . ... .. ... .. 16



1 Preliminaria

Gdy wraz z nadej$ciem XIX wieku nauka zaczynata poznawa¢ prad elektryczny, a fizycy zaczeli
stara¢ sie w miare dokfadnie zbada¢ nowa dziedzine, substancje, z ktérymi dotychczas mieli do
czynienia, nabraly catkiem nowych wladciwosci. Starano sie wiec zrozumie¢ ich nature wobec no-
wego obiektu badan, jakim byt prad. Nie inaczej bylo w przypadku pétprzewodnikéw - substancji o
przewodnosci, ktérg mozna modyfikowac przez zmiane odpowiednich czynnikéw zewnetrznych.

Zrozumienie dokladnych mechanizméw stojacych za pojeciem pradu oraz okielznanie nowej
sity stata si¢ podstawowym celem fizyki XIX oraz XX wieku. Dzieki temu zyskaliSmy kolejne przy-
datne narzedzia ulatwiajgce nasze codzienne zycie. Waznym punktem w procesie poznawania
wlasnosci pradu bylo doktadne opisanie zjawisk wewnatrz struktury pétprzewodnikéw.

Stad tez starano si¢ symultanicznie, wraz z badaniem nowego zjawiska oraz praw rzadzacym,
dopasowaé odpowiednie modele, ktérymi mozna si¢ postuzyé by w pelni pozna¢ urzadzenia
korzystajace ze zjawiska péiprzewodnictwa.

1.1 Podstawowe definicje fizyczne

Definicja 1. Donorem nazywamy czgstke o innej liczbie elektronéw walencyjnych od liczby elektronéw w
czgstkach sieci krystalicznej, oddajgca elektron/elektrony do otoczenia. Oznaczamy go literg n.

Definicja 2. Akceptorem nazywamy czqstke o innej liczbie elektronéw walencyjnych od liczby elektronéw
w czqstkach sieci krystalicznej, pobierajgca elektron/elektrony z otoczenia. W wyniku absorbowania elektronu
z otoczenia, powstajg dziury elektronowe, czyli miejsca natadowane dodatnio. Oznaczamy go literg p.

Definicja 3. Pasmem energetycznym nazywamy ograniczony, ciggly zakres energii.

Definicja 4. Pasmem walencyjnym nazywamy dozwolone pasmo energetyczne, w ktérym dla tempera-
tury T = 0 K obsadzone sq wszystkie stany elektronowe.

Definicja 5. Pasmem przewodnictwa nazywamy dozwolone pasmo energetyczne o energii wyzszej niz
dla pasma walencyjnego.

Definicja 6. Domieszkowaniem n nazywamy domieszkowanie donorami; nastepuje wtedy dominacja
fadunkéw natadowanych ujemnie, czyli dominacja przewodnictwa elektronowego. Polprzewodniki zmody-
fikowane tym rodzajem domieszkowania nazywamy polprzewodnikami typu n.

Definicja 7. Domieszkowaniem p nazywamy domieszkowanie akceptorami; nastepuje wtedy dominacja
tadunkéw natadowanych dodatnio, czyli dominacja przewodnictwa dziurowego. Potprzewodniki zmodyfi-
kowane tym rodzajem domieszkowania nazywamy poélprzewodnikami typu p.

Definicja 8. Tranzystorem nazywamy element polprzewodnikowy, ktéry ma przynajmniej dwa zlgcza
p-n.

Definicja 9. Technologiq MOS nazywamy technologie wykorzystywang w produkcji polprzewodnikow,
w ktorej bramka oddzielajgca zlgcza p-n jest cienkq, ale najwyzszej jakosci warstwq izolujgcg, najczesciej
wykonang z dwutlenku krzemu (SiO»).



2 Opis fizyczny zjawiska potprzewodnictwa

Jako pétprzewodniki okre$lamy substancje, ktérych wiasnosci przewodnictwa elektrycznego mozna
w pelni uzalezni¢ od czynnikéw zewnetrznych, przechodzac od wtasciwosci izolatoréw do wta-
Sciwosci przewodnikéw. Takimi substancjami sg miedzy innymi german (Ge), krzem (Si) czy tez
arsenek galu (GaAs).

Co prawda pétprzewodnikéw jest mnéstwo, to jednak te trzy substancje sg najbardziej rozpo-
wszechnione oraz zbadane. Poznanie ich wlasciwo$ci pozwala na - pewnym stopniu - zrozumienie
zjawisk w pozostatych pétprzewodnikach. Dzieki mozliwos$ci kontrolowania wtasnosci elektrosta-
tycznych danego potprzewodnika poprzez odpowiednie i systematyczne modyfikacje z zewnatrz,
potrafimy stworzy¢ w gléwnej mierze tranzystory, wykorzystywane chociazby w strukturach
VLSI?, czyli w strukturach sktadajacych sie z milionéw tranzystoréw MOSFET? w jeden uklad
scalony.

Ich wlasciwosci mozna wyttumaczy¢ na podstawie sieci krystalicznej tych substancji. Ich sie¢
krystaliczna jest podobna do tej zauwazonej w diamencie — jest to regularna sie¢, w ktérej atomy
wigza sie z najblizszymi sgsiadami lezgcymi na wierzchotkach czworoscianu. Dzigki temu im
nizsza temperatura, tj. bliska zera absolutnego (-273,15 °C lub 0 Kelvina?), tym blizej im do izola-
toréw, Natomiast w temperaturze pokojowej mozna zauwazyé w pewnym stopniu ich wtasciwosci
podobnych do tych, jakie ma przewodnik.

Kolejnym sposobem nad kontrolowaniem wlasciwosci elektrycznych pétprzewodnikéw jest
wprowadzanie kolejnych atomoéw, ktére w sieci krystalicznej jonizuja si¢ i albo przekazuja elek-
tron do pasma przewodnictwa, albo absorbuja elektron z pasma walencyjnego. W pierwszym
przypadku w sieci krystalicznej powstaje dodatkowy fadunek ujemny, zas w drugim — powstaje
dodatkowy tadunek dodatni, zwany dziurg elektronowg. Zjawisko to nazywamy domieszkowaniem
potprzewodnika. Aby opisa¢ proces domieszkowania, skorzystamy z réwnan reakgji - dyfuzji.

3 Opis matematyczny zjawiska pélprzewodnictwa

3.1 Przedstawienie modelu zaproponowanego przez Nernsta, Plancka i De-
bye’a

Przyjmijmy, ze u = u(x, t) opisuje gestos¢ tadunku ujemnego, zad v = v(x, t) - gestos¢ tadunku
dodatniego, okrelone na pewnym obszarze Q C R?, gdzie d jest wymiarem naszej przestrzeni, d >
2 . Ponadto niech ¢ oznacza potencjat elektryczny danego srodowiska. Najprostszy model, ktéry
opisuje sposéb zachowania sie czastek w danym Srodowisku, jest dany nastepujagcym uktadem
rownan:

up=Au+V-(uVe)=V-Vu+uVp)
vy =Av—-V-(@Vp)=V-(Vo-0vVep) . (3.1)
p=v-u

Very Large Scale Integration - integracja na bardzo duza skale
2Metal-Oxide-Semiconductor Field-Effect Transistor - tranzystor wykonany w technologii MOS
8 -273.15°C=0K



Uklad ten zostal sformutowany przez W. Nernsta oraz M. Plancka dla dowolnych nosnikéw
fadunkéw elektrycznych pod koniec XIX wieku, a dokladniej zbadany w przypadku elektrolitéw
przez P. Debye’a oraz E. Hiickela w latach dwudziestych XX wieku.

Oproécz powyzszego uktadu, wazne sa warunki poczatkowe oraz brzegowe, opisujace doktadnie
Srodowisko, w ktérym rozwazamy nasze czastki i badamy ich wtasnosci elektrostatyczne.

Warunki poczatkowe sa opisane funkcja zalezng od potozenia czgstki o okreSlonym tadunku w
przestrzeni i interpretujemy je jako stan poczatkowy fadunkéw w danym obszarze, tj. w chwili
t = 0. W naszym przypadku warunki poczatkowe zadamy nastepujgco:

up(x) = u(x, t), gdzie x € Q C R? - gestos¢ ladunku ujemnego w chwili poczatkowej t = 0, (3.2)

vo(x) = v(x, t), gdzie x € Q C R? - gestos¢ tadunku dodatniego w chwili poczatkowej t = 0.
(3.3)

W zaleznoSci od warunkéw brzegowych mozemy rozwazac rézne sytuacje, przyktadowo:

e Przez brzeg nie ma przeplywu

Rozwazamy taki warunek brzegowy w przypadku, gdy Qjest ograniczong podprzestrzenia
R?,d > 3. Warunek ten przedstawiany jest nastepujacymi réwnaniami:

Jd dp _
%-i—l/lw—o 34
ou B(p_o . ()
v O =

o Brzeg jest przewodnikiem pradu

Poniewaz w takiej sytuacji przestrzeni wraz z brzegiem bierze udziat w przeptywie tadun-
kow, powodujac przeplyw pradu, wiec potencjatu na brzegu nie rozwazamy:

@ =0dlax € dQ. (3.5)

o Brzeg jest dielektrykiem

Definicja 10. Dielektrykiem nazywamy substancje, ktéra nie przewodzi co prawda prgdu, jednak
przechowuje tadunki, przez co jest mozliwa polaryzacja dielektrykow, podczas gdy izolatory zapewniajg
odpornosé¢ przed przepltywem pradu elektrycznego.

Przypomnijmy rozwigzanie fundamentalne réwnania Laplace’a Au = 0, gdzie u = u(x),
x € R\ {0} (d - wymiar przestrzeni). Jest ono dane wzorem:

e dlad =2
Ea(x) = { 2,

|x|27d

gdzie w, jest objetoscig kuli jednostkowej w R



Wtedy potencjat wyrazamy wzorem:
¢ =Eqx(v-u), (3.6)

gdzie * oznacza splot funkcji.

Standardowo rozpatrujemy uktad (3.1) zdwoma warunkami brzegowymi - (3.4) oraz (3.5) albo
(3.6).

Zdefiniujmy tez catkowity ladunek dodatni i uyjemny w danym obszarze:

M, = | ug(x)dx = / u(x, t)dx - catkowity tadunek ujemny, (3.7)
Q Q

M, = / vo(x)dx = / v(x, t)dx - calkowity fadunek dodatni. (3.8)
Q Q

Uwaga! Nie zawsze musi zachodzi¢ warunek réwnowagi elektrycznej, tj. M, = M,. Natomiast jest
on wymagany przy jednorodnym warunku brzegowym Neumanna, czyli gdy przez brzeg nie ma
przeptywu, czyli (w naszym przypadku) potencjal na brzegu wynosi 0.

Oczywiscie powyzsze réwnania w pewien sposob utatwiajg spojrzenie na to, co dzieje si¢ wewngtrz
potprzewodnikow - rzeczywistos¢é okazuje sie by¢ bardziej skomplikowana niz nam sie wydaje. W naszym
przypadku jednak taki model nam wystarczy.

3.2 Funkcjonaly entropii
Definicja 11. Entropia jest miargq nieuporzgdkowania ukiadu. Jest ona funkcjq stanu, czyli zalezy jedynie
od energii (tu nazywanej jako stan) na poczgtku i na koricu ewolucji danego uktadu.

W zaleznosci od tego gdzie rozpatrujemy dany uktad, definiujemy rézne funkcjonaty opisujace
entropie:

e Standardowa definicja

L(t) = /Qu(x, t)log( u(x, 1) )dx+/gv(x,t)log( o(x, t) )dx+ %V(p(t)ﬁ (3.9)

Ugs(x, 1) Vas(x, t)

e W przypadku ograniczonej dziedziny
W(t) = /Q u(x, t)log (u(x,t))dx— /Q U(x)log(U(x))
+ /Q o(x, t)log (v(x,t))dx— /Q V(x)log (V(x)) (3.10)

+%L(u—0)@dx—%[)(u—V)®dx.

Uzyte w powyzszych wzorach 1, i v, nazywamy stanami asymptotycznymi, o ktérych bedzie
mowa niebawem, natomiast tréjka <U, V, CD> jest jedynym stanem stacjonarnym uktadu (3.1) -
dowdd tego faktu zamiescimy ponizej.



3.3 Asymptotyczne wlasnos$ci rozwigzan

Zauwazono, ze rozwigzanie ukladu (3.1) przy warunku (3.6), jedli M, = M, = 1 oraz ug, vg
sa regularnymi funkcjami, a wymiar naszej przestrzeni Q = R jest wigkszy badz réwny 3, to
rozwigzania zbliZajg si¢ - przy czasie dgazacym do nieskoriczonosci - do stanéw asymptotycznych,
zadanych nastepujacymi wzorami:

M, |
Ugs(x, 1) = [2r(2t + D] ( 2(2t + 1)), (3.11)
Vas(x,t) = My exp ( — ﬂ) (3.12)
s [27(2t + 1)]¢ 212t +1)

Mozna sprawdzi¢ prostym rachunkiem, Ze powyzsze funkcje spelniaja réwnanie ciepta.

Oczywiscie chcemy pokaza¢, ze dobierajgc stabsze warunki poczatkowo - brzegowe, otrzymamy
podobne zachowanie sie czgstek natadowanych. Aby to pokazaé¢, pokazemy wyktadnicza zbiez-
noé¢ do stanéw stacjonarnych ze stalg rozkladu zalezng od wymiaru przestrzeni Q C R%,d > 2.

Twierdzenie 1. Istnieje stata C = C(d, M, My, Lo) zalezna od wymiaru przestrzeni (Q = R4 stanéw
stacjonarnych M,,, M, oraz wartosci funkcjonatu entropii w chwili t = 0, oznaczenie Ly = L(0), dla
zagadnienia (3.1) z zagadnieniami poczgtkowym (3.2) i (3.3) oraz brzegowym (3.7). Ponadto dla kazdej
chwili t > 0 zachodzg nastepujgce nieréwnosci:

L(t) < C-H(t) (3.13)

() = uas ()]} + [o(t) = vas (D] + [Vo(D)]s < C - H(#) (3.14)
gdzie funkcje H(t) definiujemy w nastepujgcy sposob:

Qt+1)72, gdyd =3
H(f)=q@2t+ 1) -(log (2t +1)+1), gdyd =4 ; (3.15)
t+1)71, gdyd >4

jesli zas zachodzi warunek réwnowagi elektrycznej, to dla d > 3 funkcja H jest zdefiniowana po prostu
nastepujgcym wzorem:
H() =@t +1)7% (3.16)

Twierdzenie 2. Jesli przestrzen jednostajnie wypukta Q) jest przynajmniej dwuwymiarowa (d > 2), to
istniejg dwie state A = A(Q) > 0 oraz C = C(M,,, My, Wo) - Wy rozumiemy w ten sam sposob, co Lo, t].
Wo = W(0) - takie, ze dla kazdej tréjki rozwigzan <u, v, (p) ukladu (3.1) z warunkami poczqtkowymi (3.2)
- (3.3) i warunkami brzegowymi (3.4) - (3.5) zachodzg nastepujgce warunki:
dla kazdego t > 0, W(t) < W(0)e M
2 2 2 -At (3.17)
u(t) = U7 + [o(t) = VIT + [V(p - D)[; < Ce



4 Dowody twierdzen

41 Dowodd Twierdzenia 1

Zanim zaczniemy dowdd, przeskalujemy odpowiednio uktad réwnar (3.1) aby otrzymac studnie
potencjatu - rejon pola elektrostatycznego, w ktérym energia potencjalna przyjmuje swoje mini-
mum - przez co otrzymamy oczekiwang zbiezno$¢ wyktadnicza do stanéw stacjonarnych.

Niech
YeRY, x= 0]
7 = log(R(t)), gdzie T > 0
R(t) = (2t +1)2 = ¢7
oraz
u(x,t) = Rd(t)u(x T)
v(x,t) = Rd(t)v(x T)
px,t) =9, 1)
Wtedy otrzymujemy:

T:%log(2t+1) x—%

_ 2'[_1 \vJ
t =% Vx = (’t‘)

dt = e?"drt Vz(+) = R(t)V( )=e V(")

Wtedy nasze funkcje gestosci tadunku przybieraja nastepujace postaci:

u(x, t) = u(R(HT, “57) v(x, t) = v(R(E)T, 5L

= (Vu-T)2t +1)70% + 2% | 2= (Vo D)2t +1)0% + 779

a funkcja opisujgca potencjat elektryczny pozostaje niezmiennicza na zamiane zmiennych, tj.

px, t) = p(x, 7).

Z poprzednich rachunkéw otrzymujemy, ze pochodne wzgledem czasu t majg nastepujaca postac:

ur — (Vu - x)ﬁ
62’[

Uur =

7

1
v — (Vo - x)m
e2t ’

Ot =
Podstawiajgc do dwoch pierwszych réwnan ukiadu (3.1), otrzymujemy nastepujgce réwnosci:

uT—(wa)% Z)T—(VUX)%

up = —ar - Au+V(uVe) v = - - V(©Ve)
= Vzu - xR(t) +e2Vy - (Veu + uVyp) | vy = Vzo - xR(t) + eZTVx (Vxv —oVy@)
Ur R(t) 7 (Vzu + ux + uVze) (. R(t) 7 (Vzv + vx — vV30)

Uwaga! Tam, gdzie nie bedzie to powodowaé nieporozumieri, pomijamy linie¢ nad zmiennymi
i symbolami funkgji.



Wobec powyzszych otrzymujemy nastepujacy, przeskalowany, uktfad:
ur =V-(Vu+ux +uVep),
v =V (Vo +ovx —ovVep), 4.1)
Ap = e ™2y —u).

Powyzsze skalowanie zachowuje norme w przestrzeni L!, wobec czego catkowity tadunek dodatni
1 ujemny nie zmieniajg sie, tj.:

M, = fQ uo(x, t)dx = fQ u(x, t)dx, (42)
M, = [, vo(x, t)dx = [ (X, 1)dx. ‘
Réwniez punkt stacjonarny przeskalowanego ukladu zmienia swojg posta¢ na nastepujaca:
M, x|
Uoo = ——=exp (— 5 ),

_ M _ Ix?
vm—mexp( ).

Stany te odpowiadajg pierwotnym stanom asymptotycznym (s, U4s).

Niech ¢ = By, gdzie g = (1) = e""¥2; zauwazmy, ze § AadaN 0, jako ze d > 3 w naszym
przypadku. Wtedy okreslamy funkcjonat relatywnej entropii, bedacy odpowiednikiem funkcjonatu
entropii (3.9) w nowych zmiennych:

W(t) = /Qulog(i)dx+/gvlog(%)dx + §|V¢|§ (4.4)

Ewolucje entropii (tj. zmiana entropii ukladu w czasie) zadajemy zatem wzorem
dW U2 v 2 d
rel —/Qu|Vlog U| dx — /Qv|VlogV| dx — (E - 1)5|V¢
gdzie U,V odnosza sie do lokalnych rozkladéw Maxwella czastek o gestosci odpowiednio u i v.
Wyrazamy je nastepujacymi wzorami:

. (4.5)

exp (—%|x|2 - @(x, 1))

U(x, T) = Mu 1 2 7 (4'6)
_/Q exp (_§|y| - 90(% T))dy
exp (—3|x” + X,T
Vo) = M, i| |2 or,7) )
JooP (=3ly|" + oy, D)dy
wtedy VU /U = —(x + V) oraz VV /V = —(x — V@). Ponadto, jesli oznaczymy
1 Vu 2 1 Vo 2
]—E/Qu7+x‘dx+§/gv7+x‘dx, (4.8)
to ewolucje entropii zapisujemy nastepujaco:

d—w:—2]—2/(Vu—Vv)-V(pdx—Z/(u—U)x-V(pdx—/(u+v)|V(p|2dx—(é—l)ﬁWLpl%:
dt Q Q Q 2

S,y /Q(u +0)| Vi Rdx — 2BJu — o2 + (g - 1)5|V¢|§
(4.9)



Wielko$¢ | mozemy oszacowaé z dotu za pomocg nieréwnosci logarytmicznej Sobolewa, ktéra sta-
nowi, co nastepuje:

Dla dowolnej funkgji f z przestrzeni L? z miarg gaussowska na R?, czyli

1

WAGXP ( - %lellﬂéd)dAd(x).

v(A) =

zachodzi nier6wnos¢:

/floglf%dx+d(1+%log(27w)) < %/

nier6wno$¢ ta zachodzi dla dowolnego a > 0, natomiast staje si¢ ona réwnoscia, gdy funkcja f jest

Ix2
2a

2
WJ{ | dx; (4.10)

gaussowska, to jest zadana wzorem f(x) = Cexp (—%.), gdzie C to dowolna stata.

Przyjmujac za a = 1 w powyzszej nieréwnosci, szacujemy (4.9) i otrzymujemy:

AW pd

(= +2W) 2 2BJu —oly = VY[ = ~CH(M, + Mo)?, (4.11)
przy czym C jest stalg zalezng od wymiaru przestrzeni Q: C = C(d) = %(%)%.
Wobec powyzszych, otrzymujemy:
dilT(eZTW(T)) < C(M, + M,)?2e™44) (4.12)
Po scatkowaniu obydwu stron powyzszej nieréwnosci:
W(7) < (W(O)e"T +C(M, + Mv)z)e'T. (4.13)

W przypadku gdy wymiar przestrzeni () wynosi 3 (d = 3), wzér (4.12) po scatkowaniu przybiera
postac:

W(7) < (W(O) +C(M, + MU)ZT)(Z—zT, (4.14)

natomiast dla d > 4 otrzymujemy:
W(t) < (W(O) + C(M, + Mv)z)e_ZT. (4.15)

Poniewaz W (1) kontroluje norme przestrzeni L' funkcji u — ue oraz v — vs, wiec podobne szaco-
wania jak wyzej otrzymujemy dla wyZzej wymienionych funkgji, tj.:

11(7) = o2 + [0(7) = 0o 2 + BIVE(D)[2 < 2(max (M, My) + 1)W(T). (4.16)
Powyzsze szacowanie jest konsekwencja nieréwnosci wagowej Csiszdra - Kullbacka - Pinskera.

Jesli wrécimy do pierwotnych zmiennych, to otrzymamy nieréwnosci podane w pierwszej czesci
pierwszego twierdzenia. Jest to koniec dowodu pierwszej czesci Twierdzenia 1.
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Gdy spemniony jest warunek réwnowagi elektrycznej (M, = M), czyli teo = Voo, to dla d = 3
otrzymujemy |1 — 0|3 = | — oo — (v — Veo)|? < Ce™™.
Modyfikujac odpowiednio (4.11), otrzymujemy nastepujacg posta¢ wymienionego warunku:
d
E(EZTW(T)) < Ce*Blu - ZJ|% <C (4.17)
co z kolei prowadzi, po scatkowaniu, do nieréwnosci W(t) < C(1 + 7)e~2%. Po zastosowaniu nie-
réwnosci wagowej Csiszara - Kullbacka - Pinskera do (4.17) otrzymamy nier6wnos¢ % (€2TW(T)) <

Ce (1 + 1), zatem W(1) < Ce™2". Powracajac do pierwotnych zmiennych, koficzymy drugg czesé
dowodu. QED

4.2 Dowodd Twierdzenia 2

Najpierw wskazmy stan stabilno$ci uktadu (3.1), ktéry spetnia nastepujace warunki:
V- (e7®V(e®U)) =0,V - (e®V(e™®V)) =0,

czyli spelnia réwnanie Poissona - Boltzmanna:

O] -0

e e
-M,—.
fQ ePdx ! fQ e~ Pdx

Réwnanie to, okreélone razem z warunkiem brzegowym Dirichleta (3.5) albo z warunkiem (3.6),
dla kazdego M,, M, > 0, ma jedyne stabe rozwigzanie ®.

AD = M, (4.18)

UWAGA!

Podobne réwnanie mozemy znalez¢ w opisie miedzy innymi gazu wypelniajgcego dang przestrzen, bedgcym
w stanie réwnowagi - wigcej o tym modelu znajdziemy w [6]. Fakt ten Swiadczy o podobieristw w modelowa-
niu zjawisk, ktére majq co prawda inne wlasnosci fizyczne, jednakze nie stanowi to problemu to modelowania
rzeczywistosci wokdt nas tymi samymi narzedziami.

Ewolucja entropii, zadanej wzorem (3.10), w przypadku jednego z warunkéw brzegowych (3.5)
lub (3.6) jest zadana nastepujgcym wzorem:

T /Q u[V(log (u) + ¢)Pdx - /Qvlvaog (0) - p)dx

:—/u|V(log(ue(P)|2dx—/UlV(log(ve_‘P)lzdx (4.19)
0 0

¢ ¢
:—/ue(PW(log(ue(P)l2 ¢ clx-/e"(f’dx—/ve"(f)|V(log(ve""’)|2 ¢ dx-/e‘de.
Q er‘(P 0 Q f e? 0

Q

Wtedy warunek (3.4) przedstawiamy w nastepujacy - prostszy - sposob:
) )

—_— QD = — _(P =

aV(ue ) 81/(06 )=0.

Korzystajac z wnioskéw z logarytmicznej nieréwnosci Sobolewa dla przestrzeni probabilistycznej
(Q, Bor(Q)), po(x)) z miarg zadang wzorem



whnioskujemy istnienie stalej zaleznej od doboru przestrzeni C(Q) > 0 takiej, ze

/Q\P(/QJ];ZP )dPO B C(Q)/ (fode

gdzie W(s) =1 -5 +slog(s), f = ue?. Stad tez otrzymujemy

, f IVFI?
124y =
‘/Qu|V(log(ue |“dx = Mu/‘If (fodpo)(fodpo)zdx’

jako, ze [, fdpo = [, ue¥dpo = /

2 My
/Qu|V(log(ue‘P)| dx > C(Q)/Q

IVfI? p
(Jo, fdpo)?

4

f f

albo tez

1 ue?
u|V(log (ue?)|?dx > /ulo dx.
[ uVtoguenypas > o | g(/Mu )
Q

e~ ?

Analogicznie otrzymujemy to samo szacowanie dla tadunku o gestosci v:

)2 _L ve ®
/Qv|V(log(ve )dx > C(Q)/Qvlog(va(P dx.

QE

Oznaczmy przez 6 sume prawych stron nieréwnosci (4.20) - (4.21)

ue? -
6=/ulog( I )dx+/vlog( )dx
Q . Q fe‘P

Joe?

lo 1-
_/Qfdpo g/Qfde ' fode

(4.20)

(4.21)

(4.22)

Jesli <LI, Vv, (I)> jest rozwigzaniem réwnania Poissona - Boltzmanna (4.18), zadane razem z jedno-

rodnym warunkiem brzegowym Dirichleta dla @, to mozna pokazag, ze

o =W+]lp]-]J[P],

gdzie W jest funkcjonatem entropii zadanym wzorem
W= / u(x, ) log (u(x,t))dx— / U(x)log (U(x))
Q Q
+/v(x,t)log (v(x,t))dx—/V(x)log (V(x))
Q Q
1/ ’ 1/ ’
+= | |Vol|"dx - = [ |V®|<dx,
2 Jo? 2 Jo

a | jest écisle wypuktym funkcjonatem osiggajagcym minimum dla funkcji ®@

Jle] = /|V(p|2dx+Mulog(/e (P)+leog(/ e?).
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Stad jasnym jest, ze z pierwszej czeSci rownania (4.19) oraz z réwnan (4.20) - (4.22) mozemy dobra¢
odpowiednig statg A = A(Q)) > 0 zalezng od omawianej przestrzeni Q) taka, ze dd_vtv + AW <0, czyli
W maleje wyktadniczo w zaleznosci od czasu ¢:

W(t) < W(0)e . (4.26)
QED

4.3 Dowéddistnieniaijednoznacznosci wyznaczeniastanustacjonarnego <U, V, CD>
Rozwazmy jeszcze raz uklad (3.1), z tym, ze chcemy wyznaczy¢ stan stacjonarny:
AU+V-(UVD) =0, AV-V-(VVD)=0, Ad=V-U (4.27)
z warunkami brzegowymi

d(exp (-D)U d(exp (P)V
. T - —
v v
Biorac iloczyn skalarny alternatywnych postaci dwéch pierwszych réwnan (4.27) z funkcjami
exp (P)U i exp (—P)V odpowiednio, otrzymujemy

=0, ®=0. (4.28)

/Q exp (~D(x))|V(exp (@)U (x))'dx = 0, /Q exp (D(x))|V(exp (D) (x)'dx =0.  (4.29)

Oznacza to, ze dla pewnych statych p,, uy- > 0 mamy U(x) = p_exp(—P(x)) oraz V(x) =
1+ exp (d(x)) prawie wszedzie dla x € Q. Wtedy potencjat elektryczny @ € Hj(Q) spetnia réwna-
nie Poissona - Boltrzmanna

AD = iy exp (O(x)) — - exp (=D(x)) (4.30)
z jednorodnym warunkiem poczatkowym @5 = 0, gdy @ jest klasycznym rozwigzaniem.

Twierdzenie 3. Jesli Q) jest ograniczonym obszarem przestrzeni RY, d > 2, to dla dowolnych Uy, Vo > 0
istnieje dokladnie jedno rozwigzanie stacjonarne (U,V,@) uktadu (4.27) takie, ze /Q U(x)dx = Uy,
/Q V(x)dx = V.

Dowéd. W przypadku, gdy Uy < Vp, to réwnanie (4.30) zapisujemy w postaci

AD

__Vo-U exp(-P)  exp(®P) )
/Q exp (—P) /Q exp (—P) /Q exp (D) ’

ktore jest szczegdlnym przypadkiem réwnania Poissona - Boltzmanna. Gdy 2 ma brzeg klasy
C?, wtedy istnienie stabilnego rozwigzania rozwazanego ukladu wynika z twierdzenia Leraya-
Schaudera o punkcie stalym w algebrze Banacha dla odpowiedniego operatora catkowego.

exp (-P) + Uo(

Jedyno$¢ zas wynika z argumentéw monotonicznosci, ktéra réwniez ma zastosowanie w przy-
padku stabych rozwigzan @ € H(l) (Q) N L*®(Q).

Powyzsze rozwazania dotyczace brzegu Q klasy C? pomagaly w przypadku, gdy Q = R3.
Mozna jednak ostabi¢ warunki, to jest wywnioskowa¢ to samo, co wyzej dla brzegu Q klasy

Ccl+e, QED
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5 Przypadek dwuwymiarowy

W sytuacji, gdy mamy przestrzeri dwuwymiarowgq, zachowanie sie asymptotyczne rozwigzarn
uktadu (3.1) wymaga dodatkowych badan, poniewaz rozwigzania maja nieliniowg asymptotyke,
zalezng od samopodobnych rozwigzan. Ponadto, istnienie stanéw stacjonarnych jest ciéle powigzany
z danymi zagadnieniami brzegowymi - niewielka zmiana moze spowodowag, ze rozwigzania nie
beda spelnia¢ warunku brzegowego.

51 Rozwigzania samopodobne w przypadku dwuwymiarowym

Definicja 12. Rozwazmy funkcjeu = u(x,t), v = v(x, t), bedgce rozwigzaniami uktadu (3.1) gdy Q = R2.
Mowimy, ze funkcje te sg:

o radialne, jesli spetniony jest warunek

u(x, t) = u(lx],£),  olx,t) =o(x|,1)

e samopodobne - niezmiennicze wzgledem skali, jesli dla dowolnej statej A > 0 przeskalowane
funkcje A2u(Ax, A%t), A%v(Ax, A’t) réwniez sq rozwigzaniami ukladu (3.1).

Dokunujgc zmian w (3.1), mozemy otrzymac uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Zamiana
ta powoduje, Ze wyznaczenie numeryczne rozwigzan staje sie prostszym zadaniem ze wzgledu
na nieliniowy i nielokalny charakter réwnan (3.1), powigzanych z potencjatem ¢.

Pierwszym krokiem do dojécia do uktadu réwnan zwyczajnych jest definicja nastepujacych funkgji:

Q(r,t):/ u(x,t)dx, P(r,t):/v(x,t)dx, (5.1)

gdzie B, oznacza kule o promieniu r i srodku w poczatku uktadu wspéirzednych. Funkcje Q, P
nazywamy skumulowang gestoscig tadunku odpowiednio ujemnego i dodatniego.

Po przecatkowaniu przez dang kule B, obustronnie i zamianie zmiennych na zmienne bie-
gunowe, otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan, réwnowazny (3.1) - z tym, Ze tatwiejszy do
numerycznej analizy:

Pt:Prr_%Pr_ﬁpr(P_Q)
Uktad ten przy nowych zmiennych ma odpowiednie tez warunki w poczatku:
Q(,t)=0, P(,t)=0
. : (5.3)
lim, 400 Q(r,t) = M, = fQ up(x)dx, lim,_ 40 P(7,t) =M, = /Q vo(x)dx

O funkcjach M,,, M, zaktadamy, Ze sg one skoriczone, t;. fR2 M, dx, fR2 Mydx < oo.
Dodatkowo, jesli przyjmiemy nastepujace podstawienia

2 2

Q(r, 1) = 2715(%), P(rt) = 27117(%),
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gdzie{,n:R—> R,y = % Wtedy ukliad (5.2) przyjmuje nastepujacg, réownowazng, postac:

W+ IEW+ 5 EWny) - Ey) =0
i 1./ 1. (54)
1Y)+ 27 (y) = 2,7 (Y 1(y) - E(y) =0
z warunkami brzegowymi na poczatku uktadu wspétrzednych
£0)=0, n(0)=0, (5.5)
oraz z warunkiem asymptotycznym w nieskoriczonosci
. 1 : _ _ 1
yl_lgloo &(y) =M = EMW yl_l)ffooﬂ(y) =M, = ZRMU' (5.6)

Jednakze w celach numerycznych korzystamy raczej z nastepujacych warunkéw brzegowych
zamiast (5.5):

{5(0) =0,&(0)=a 57

n(0)=0,7(0) = b,

przy czym liczby a, b sg rzeczywiste nieujemne.

Wykonuja¢ symulacje, mozemy zauwazy¢, ze dobér parametréw a, b wplywa na zachowanie
sie rozwigzan ukladu (5.4).

7@ |

Values of solution
Values of solution

()

Rysunek 1: Ograniczone rozwigzania
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Values of solution
Values of solufion

Rysunek 2: Nieograniczone rozwigzania

W przypadku ograniczonych rozwigzar, im mniejsze dane poczatkowe, tym szybciej nastepuje
stabilizacja fadunku w $rodowisku (rysunek 1).

Natomiast dla nieograniczonych rozwigzarn, im wieksze wartosci poczatkowe, tym szybciej
wzrasta gesto$¢ jednego z tadunkéw (rusnek 2).

Po zbadaniu metodg Rungego-Kutty warunku, jaki musza spetnia¢ parametry a, b tak, aby spet-
nione zostaly warunki asymptotyczne brzegowe, otrzymujemy nastepujacy rysunek.

parameter b

u] nz 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
parameter a

Rysunek 3: Obszar spelniania warunkéw brzegowych dla uktadu (3.1)

16:20019
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Jesli (a, b) jest czeScig czarnego obszaruy, to dla tak dobranych wartoéci warunki brzegowe sg
spelnione.

6 Podsumowanie

Mimo iz temat potprzewodnikéw zostal dokladnie zbadany, zaréwno pod katem fizycznym
(wlasnosci, zachowanie sie¢ w danych osrodkach), jak réwniez pod katem matematycznym (przed-
stawienie modelu oraz twierdzeni, ktére wyjasniajg sens istnienia pétprzewodnikéw), to wcigz
pozostaly pewne kwestie, ktére wymagaja doprecyzowania oraz dopracowania. Juz w dwu-
wymiarowym ukfadzie réwnan Nernsta - Plancka - Debye’a pojawia si¢ kwestia charakteryzacji
istnienia przestrzeni catkowitych tadunkéw samopodobnych rozwigzan - problem ten nie zostat
jeszcze rozwigzany w przypadku gdy warunek réwnowagi elektrycznej nie jest spetniony. Nie-
mniej jednak, wraz z rozwojem nauki oraz stosowaniem innych (moze tez i nowych) narzedzi w
celu poznawania nieznanych struktur oraz mechanizméw, réwniez i na te pytania bedziemy w
stanie odpowiedzie¢.
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