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Wstep

Spacery losowe to fascynujace zagadnienie nierzadko taczace odlegle gate-
zie matematyki, informatyki, a nawet fizyki, przy czym w istocie rzeczy jest
ono zrozumiate dla kazdego, a przyktady ich zastosowan mozna znalezé¢ w
najrozniejszych dyscyplinach naukowych. Chociaz zajmiemy si¢ na poczatku
spacerami na grafach skoriczonych, bedziemy to robi¢ wylacznie z myélg o
uzyciu nabytej wiedzy do badania spaceréw na grafach nieskonczonych, ktore
wydaja sie nieco bardziej enigmatyczne i przez to (wedlug autora) ciekawsze.

Glownym celem tej pracy bedzie zapoznanie sie i oswojenie z tym za-
gadnieniem poprzez poszukiwanie odpowiedzi na fundamentalne pytanie o
charakter danego spaceru na grafie. Spacery powracajace w pewnym sen-
sie "kreca sie w kotko" odwiedzajac po drodze wszystkie wierzchotki grafu,
podczas gdy spacery chwilowe uciekaja raczej gdzies "w nieskoriczonos¢”.

Teoria obwodoéw elektrycznych okaze sie wyjatkowo mocno powiazana
ze spacerami losowymi i pozwoli nam uzyska¢ dwa najwazniejsze kryteria
stuzace okreslaniu typu spaceru: kryterium Nasha-Williamsa i twierdzenie
Lyonsa. Postuza nam one do udowodnienia twierdzenia Polyi, ktére byto in-
spiracja dla wielu prac o spacerach losowych na grafach nieskonczonych, w
tym i dla tej.

Bedziemy sie tez zastanawia¢, jak mozna modyfikowaé¢ graf, nie wpty-
wajac przy tym na typ spaceru na nim oraz przerobimy troche przyktadow,
posréd ktorych beda zarowno pojedyncze szczegblne grafy, jak i powszechne
klasy graféw. To powinno da¢ nam caltkiem dobre wyczucie co do tego, kiedy
dany spacer jest powracajacy, a kiedy chwilowy.

Czytelnikowi tej pracy powinna wystarczy¢ podstawowa wiedza z teo-
rii prawdopodobienstwa. Znajomos¢ tancuchow Markowa moze byé rowniez
przydatna, ale nie jest ona kluczowa dla zrozumienia prezentowanego mate-
riatu.

Dwie ksiazki byty wyjatkowo istotne dla powstania tej pracy: Random
Walks and Electric Networks autorstwa Petera Doyle’a i Jamesa Snella oraz
Probability on Trees and Networks Russella Lyonsa i Yuvala Peresa.
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1 Spacery losowe a sieci elektryczne

W tym rozdziale powiemy, czym sa (z punktu widzenia matematyki) sieci
elektryczne oraz spacery losowe na tych sieciach. Zostanie wprowadzonych
kilka poje¢ zaczerpnietych z fizyki, a nastepnie ustalimy, jaki jest ich zwia-
zek ze spacerami losowymi. Podazajac za intuicja fizyczna otrzymamy wiele
wynikow przydatnych podczas badania spaceréow losowych.

Jako ze celem tego rozdziatu jest przede wszystkim zrozumienie, w jaki
sposob potaczone sa ze sobg sieci elektryczne i spacery losowe, czes¢ bardziej
technicznych dowodoéw zostanie pominieta. Wiekszo$¢ z nich mozna odnalezé
w Rozdziale 2. ksiazki Lyonsa i Peresa [4], na podstawie ktorego powstal ten
rozdzial.

1.1 Graf i sieé

Ten podrozdziatl zawiera konwencje notacyjne i terminologie dotyczaca
grafow.

Grafem nazywamy pare uporzadkowana G = (V) F), gdzie V to zbioér
wierzchotkéw (oznaczany tez V(G)), a E C V x V to zbior krawedzi
(oznaczany tez E(G)), ktory nie zawiera elementow postaci (z,z) oraz jesli
(z,y) € E, to (y,x) € E. Dla (z,y) = e € E méwimy, ze z i y sa koicami
krawedzi e oraz piszemy e~ = x i et =y, a takze —e = (y, z); moéwimy tez
wtedy, ze x i y sa sgsiadami, co oznaczmy: x ~ y. Dla dowolnego wierz-
chotka x definiujemy jego stopiein nastepujaco: deg(x) := [{e : e- = x}|.
Graf nazywamy lokalnie skoniczonym, gdy stopienn kazdego wierzchotka
jest skoriczony. Podgrafem grafu G nazywamy graf, ktorego zbior wierz-
chotkow jest podzbiorem V(G), a zbior krawedzi podzbiorem E(G).

Pojeciem og6lniejszym niz graf jest multigraf, czyli para zbiorow V i
E wraz z dwoma funkcjami z E w V, konkretnie: e — e~ oraz e — e,
przypisujacymi krawedziom ich kornice. Jesli dwie krawedzie przyjmuja takie
same wartosci dla obu tych funkcji, to nazywamy je réwnoleglymi, a jesli
jakas krawedz przyjmuje te sama warto$¢ dla obu funkcji to nazywamy ja
petla.

Sciezka nazywamy taki cigg krawedzi, ze jesli e; i es sg kolejnymi kra-
wedziami, to e = x = e, i méwimy, Ze ta $ciezka zawiera lub przechodzi
przez x. Jedli {e;}7_, jest Sciezka, to moéwimy, ze laczy ey i ef. Sciezka
jest prosta, gdy przechodzi przez kazdy wierzchotek co najwyzej raz. Graf
jest spojny, jesli dla kazdych dwoch réznych wierzchotkow istnieje $ciezka
je taczaca; minimalng diugosé takiej Sciezki nazywamy odlegloscia x od v,
ktora oznaczamy przez d(x,y) albo dist(z,y); d(x,x) = 0. Skonczona, nie-
pusta $ciezka, ktora taczy wierzchotek sam ze soba to cykl. Spéjny graf bez



cykli to drzewo.

Dla podzbioru K C V(G) multigrat G/K powstaly poprzez utozsamie-
nie K do pojedynczego wierzchotka z ¢ V' to taki multigraf, ktorego zbior
wierzchotkow to (V' '\ K) U {z}, zbior krawedzi to E\ {e:e” € K,e" € K},
a funkcje przypisujace konice krawedziom zamiast konicow z K przypisuja z.
Operacja utozsamienia réznych wierzchotkéw x i y polega na utozsamieniu
zbioru {z,y} do pojedynczego wierzcholka.

Sie¢ to (multi)graf wraz z funkcja ¢ : E — R, ktéra krawedzi e przypisuje
jej wage c(e) oraz jest symetryczna i dodatnia, tzn. c(e) = ¢(—e) > 0 dla
kazdej krawedzi e. Podsieé indukowana przez K C V(G) to sie¢ zlozona z
wierzchotkow K, wszystkich krawedzi z E(G) o obu koricach z K oraz funkcji
wag obcietej do zbioru krawedzi tego podgrafu.

W tej pracy bedziemy wlasciwie rozwazac¢ jedynie grafy spdjne, lokalnie
skoniczone.

Na koniec oméwimy dwa przydatne operatory: d i d*. Majac funkcje
f 'V — R definiujemy funkcje df zadana na zbiorze krawedzi w nastepujacy
sposob:

(df)(e) = fle7) = f(eT).

Natomiast dla funkcji 0 : E — R definiujemy funkcje d*6 na zbiorze wierz-

chotkow tak:
(d*0)(z) = Z (e).

e =

1.2 Spacer losowy na sieci

Okazuje sie, ze istnieje pewna odpowiednio$¢ pomiedzy sieciami o tej wla-
snosci, ze Y .- _ c(e) < oo dla kazdego wierzchotka z, a odwracalnymi faiicu-
chami Markowa, czyli takimi, dla ktérych istnieje dodatnia funkcja 7 zadana
na przestrzeni stanow tego laicucha taka, ze 7(z)p(x,y) = 7(y)p(y, z) dla
dowolnej pary stanéw z, y.

Dla odwracalnego tanicucha Markowa definiujemy sie¢, ktorej wierzchot-
kami jest zbior stanow. Dwa wierzcholtki z, y taczymy krawedzia wtedy i tylko
wtedy, gdy p(x,y) > 01i przypisujemy tej krawedzi wage c(z,y) = w(x)p(x, y).
Zauwazmy, ze dzieki odwracalnosci tanicucha mamy c(z,y) = c(y, ).

7 drugiej strony, dla sieci mozemy zdefiniowa¢ taicuch Markowa jako
spacer losowy po wierzcholkach tej sieci. Definiujemy n(z) := ) ___, c(e)
oraz p(x,y) = Cﬁfﬂ’f)), dzieki czemu prawdopodobienstwa przej$cia sumuja sie
do 1 dla kazdego stanu x, a ponadto funkcja 7 spelnia warunek odwracalnosci.

Przez spacer losowy na sieci bedziemy rozumieé¢ odwracalny tancuch
Markowa uzyskany ta procedura wraz z funkcja 7 zdefiniowana jak powyzej.




Prawdopodobienistwo, ze spacer wychodzacy z pewnego wierzchotka, ni-
gdy do niego nie powréci nazywamy prawdopodobieristwem ucieczki dla
tego wierzchotka.

Od teraz rozwazamy jedynie spojne sieci. Spacer losowy na takiej sieci jest
nieredukowalny, tzn. z kazdego wierzchotka spacer przejdzie do dowolnego
innego z dodatnim prawdopodobienstwem. Zauwazmy, ze jesli prawdopodo-
bienstwo ucieczki dla pewnego wierzchotka jest dodatnie to z nieredukowal-
nosci spaceru wynika, ze musi by¢ ono dodatnie dla wszystkich wierzchotkow.
Spacer o tej wlasnosci nazywamy chwilowym.

Przeciwnie, jesli dla pewnego (czyli wszystkich) wierzchotka prawdopo-
dobienstwo ucieczki wynosi zero, to taki spacer nazywamy powracajacym.
Zauwazmy ponadto, ze skoro bedzie on wciaz wracal do tego samego wierz-
chotka, to (z nieredukowalnosci i lematu Borela-Cantellego) prawie na pewno
odwiedzi wszystkie wierzchotki grafu.

Postawieni przed spacerem losowym na sieci, chcieliby$my poznaé jego
typ, czyli dowiedzieé¢ sie, czy jest powracajacy, czy chwilowy.

1.3 Sieé elektryczna

Glownym zabiegiem w tej pracy jest badanie nie samych spaceréw lo-
sowych, a sieci oraz wykorzystanie w tym celu wiedzy i intuicji fizycznych
dotyczacych sieci (obwodow) elektrycznych.

Matematycznie sie¢ elektryczna to zwykta spdjna sie¢, tyle ze wagi beda
od teraz nazywane przewodnictwami, a ich odwrotnosci rezystancjami i
oznaczane przez r. Do odwolania zajmowac si¢ bedziemy sieciami skoriczo-
nymi, jednak wiekszos$¢ definicji bedzie identyczna dla sieci lokalnie skonczo-
nych. Aby powiedzie¢ co$ wiecej o takiej sieci, musimy pusci¢ przez nig prad,
czyli podtaczy¢ ja do napiecia.

Ustalmy wierzchotek a, ktory podlaczymy do napiecia (np. do baterii)
oraz zbior wierzchotkow 7, ktéry zostanie uziemiony. Nie chcemy przy tym
sytuacji, w ktorej istnieja wierzchotki spoza Z, ktorych nie da sie potaczyé z
a Sciezka nie zawierajaca wierzchotka z Z, gdyz wtedy taki wierzchotek tez
bylby de facto uziemiony. W tym momencie w naszym obwodzie ustalaja sie
napiecia (4cisle fizycznie: potencjaly) na pozostalych wierzchotkach, zgodnie
z Prawem Ohma i Prawem Kirchhoffa.

Niech v bedzie funkcja przypisujaca kazdemu wierzchotkowi ustalone na
nim napiecie, a ¢ - funkcja przypisujaca kazdej krawedzi natezenie pradu przez
nig plynacego (lub minus to natezenie, jesli prad plynie w przeciwnym kie-
runku do orientacji krawedzi). Oznaczmy zbior wszystkich "wewnetrznych"
wierzchotkow przez W =V \ ({a} U Z).



Prawo Ohma: v(e”) — v(et) = i(e)r(e) dla wszystkich krawedzi e.
Prawo Kirchhoffa: > ___ i(e) = 0 dla wierzchotkow x € W.

Te dwa prawa implikujg kluczows wtasnosé¢ funkceji v:

1
(Vo € W)v(z) = ) ;C(%?J)U(y)-
Wartos¢ funkeji dla kazdego wierzchotka wewnetrznego jest §rednia wazona z
wartosci funkcji dla sasiadéw tego wierzchotka. Funkcje, ktora posiada taks

wlasnos$¢ nazywamy harmoniczng na W.

Twierdzenie (o funkcji harmonicznej): Dla funkcji fo : {a} UZ — R
istnieje doktadnie jedno jej rozszerzenie do funkcji f : V' — R takiej, ze f
jest harmoniczna na W.

Napieciem nazywamy zatem te jedyna funkcje harmoniczng na W o z
gory ustalonej wartosci v(a) > 0 na a i réwna 0 na Z. Oznacza¢ ja bedziemy
przez v.

Natezeniem natomiast nazywamy funkcje ¢ zadana na zbiorze krawedzi
zgodnie z Prawem Ohma: i(e) := dv(e) - c¢(e), przy czym na podstawie tej
definicji oraz harmonicznoéci v mozemy stwierdzic, ze 7 istotnie spetnia Prawo
Kirchhoffa.

Antysymetryczna funkcje 6 : E — R spelniajaca d*6(z) = 0 dla z € W,
d*0(a) > 0 oraz d*0(z) < 0 dla z € Z nazywamy przeplywem z a do Z. O
przeptywie myslimy jak o wodzie wptywajacej do sieci w a i wyplywajacej w
Z. Caltkowita ilos¢ (wody) wptywajaca do sieci jest nazywana sila przeptywu
i oznaczana: Strength(f) = d*0(a). Przeptyw o sile rownej 1 nazywamy
przeplywem jednostkowym.

Natezenie jest przeptywem. W podrozdziale o energii dowiemy sie, ze dog¢
szczegllnym.

1.4 Interpretacje probabilistyczne napiecia i przewod-
nictwo efektywne

7 tak opisang siecig elektryczng mozemy powroci¢ do zagadnienia space-
row losowych. Niech 7, i 74 beda zmiennymi losowymi oznaczajacymi pierw-
szy moment, kiedy nasz spacer losowy odwiedza wierzchotek a lub odpowied-
nio wierzcholek 2z € Z. P,(1, < 77) oznacza wtedy prawdopodobienistwo,
ze spacer losowy startujacy z x odwiedzi wierzchotek a przed jakimkolwiek
wierzchotkiem z Z.



Zauwazmy teraz, ze to prawdopodobienistwo wynosi 1 dla x = a oraz 0
dla x € Z, ponadto jesli rozwazy¢ je jako funkcje od z, to prosta analiza
pierwszego kroku da nam, ze jest ona harmoniczna na W. Jednak % tez
jest funkcja harmoniczng na W i przyjmuje te same wartosci na V'\ W, zatem
na mocy twierdzenia o funkcji harmonicznej:

Pu(1a < 72) =

v(a)

Oznaczmy przez P(a — Z) prawdopodobienstwo zdarzenia, ze spacer
startujacy z a odwiedzi wierzcholek z Z zanim powroci do a. Teoria sieci
elektrycznych bedzie stuzyta temu, aby odpowiednio oszacowacé te wielkos¢.
Poprzez analize pierwszego kroku mamy:

Pla—Z) = pla,2)[1 = Polra < 72)] =D cfrcz(j) [1 - v(;c)} _

r~a r~a

1 ' |
= @@ > cla,z)[v(a) —v(z)] = @@ > i, ).

r~a T~a

Wprowadzimy teraz kolejne pojecie zaczerpniete z fizyki, ktore w przy-

sztodci okaze sie bardzo uzyteczne. Pomyélmy, ze caly sie¢ chcemy zasta-

pi¢ pojedynczym przewodnikiem, zachowujac przy tym wyjSciowe napiecie

i site natezenia. Przewodnictwo takiego pojedynczego przewodnika nazy-

wamy przewodnictwem efektywnym sieci, a jego odwrotnos¢ rezystan-
cja efektywna:

r __ Strength(i)
T v(a)

=m(a)P(a — Z).

Do tej pory nie wybraliémy konkretnej wysokosci napiecia zrodtowego.
Pierwszym odruchem mogloby by¢ ustalenie v(a) = 1, ale praktyczniejsze
okazuje sie wybranie takiego napiecia v(a), dla ktorego natezenie bedzie prze-
ptywem jednostkowym.

Niech vy,4; beda funkcjami napiecia i natezenia takimi, ze vi(a) = 1.
Wtedy v(x) = m v1(z) jest funkcja harmoniczna na W réwna 0 na
Z, czyli jest napieciem. Ponadto natezenie jakie definiuje v jest przeptywem
jednostkowym. Od tej pory bedzie to nasza domyslna funkcja napiecia.

Niech Gz(a,x) bedzie oczekiwana liczba odwiedzin wierzchotka = przed
odwiedzeniem po raz pierwszy wierzchotka z Z przez spacer losowy startu-
jacy z a. Wtedy Gz(a,z) =0dla z € Z, a Gz(a,a) jest wartoscia oczekiwana
zmiennej losowej o rozktadzie geometrycznym z prawdopodobienstwem suk-
cesu P(a — Z), czyli Gz(a,a) = P(a — Z)~! = v(a)7(a).
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Fakt: 7 () Gz(x,y) = 7(y) Gz(y, ).

Stosujac analize pierwszego kroku uzyskujemy, ze funkcja ﬁ Gz(x,a)
jest harmoniczna na W. Na mocy powyzszego faktu oraz twierdzenia o funkcji
harmonicznej mamy:

Gz(a, )
()

= v(z).

1.5 Redukcja sieci

Przewodnictwo efektywne, zdefiniowane w poprzednim podrozdziale, jest
pomocne, poniewaz mozemy je w tatwy sposéb obliczy¢ za pomoca wielu
prostych przeksztalcen sieci.

Regula polaczenia szeregowego: Zalozmy, 7ze wierzcholek w € W(GQG)
ma dokladnie dwoch sasiadow: uy,us. Niech G\ {w} bedzie siecia bez w,
jak i bez krawedzi zawierajacych w, za to z krawedziami taczacymi uq i us.
Jesli ustalimy r(uy,ug) = r(up,w) + r(w,us), a pozostale rezystancje nie
zostang zmienione, to G \ {w} ma takie same napigcia na wierzchotkach, co
sie¢ wyjsciowa, a i(u1,us) = i(ur,w). W szczegbdlnosdci wartosé Cery sie nie
zmienila.

Regula polagczenia réwnolegltego: Zatézmy, ze krawedzie e, e; s row-
nolegle. Jesli zastapimy je pojedyncza krawedzig o przewodnictwie rownym
c(e1) + c¢(ez), to napiecia w sieci nie zmienia sie, a natezenie na tej nowej
krawedzi wyniesie i(e1) +i(ez). W szczegolnoscei wartos¢ Cepy nie zmieni sie.

Aby przekonaé sie, ze te reguly sa prawdziwe, wystarczy sprawdzié, ze
Prawo Ohma i Prawo Kirchhoffa zachodzg dla postulowanych napiec¢ i nate-
zen.

Innym sprytnym sposobem na redukcje sieci jest zauwazenie (np. poprzez
symetrie sieci), ze napiecia na dwoch wierzchotkach sa takie same. Mozemy
wtedy usunagé¢ krawedz taczaca te wierzcholki bez wplywu na reszte sieci,
gdyz przez taka krawedz nie ptynie prad (natezenie wynosi zero). Idac dalej,
mozemy utozsamic¢ te wierzchotki, a Prawa Ohma i Kirchhoffa beda nadal
zachodzi¢.

1.6 Energia

Pojeciem, ktore ostatecznie pozwoli nam potaczy¢ zagadnienia sieci elek-
trycznych i spaceréw losowych jest energia. Dla dowolnej funkcji antysyme-



trycznej 6 : E — R przez jej energie rozumiemy:
1
E(0) = 3 eeZE 0(e)*r(e).

Zauwazmy, ze zamiast dzieli¢ sume przez dwa, mozemy réwnie dobrze sumo-
waé tylko po jednej krawedzi z pary e, —e, gdyz 0(e)*r(e) = 0(—e)?r(—e).

Dla funkcji f, g zadanych na wierzchotkach definiujemy iloczyn skalarny
nastepujgco:

(f.9) =Y flx)g(x).

zeV
Natomiast dla funkcji antysymetrycznych 6,6’ zadanych na krawedziach
definiujemy iloczyn skalarny tak:

0,0) = % S 0(e)0'(e).

ecl
Fakt: Operatory d i d* sa sprzezone, tzn. (6,df) = (d*0, f).

Lemat (o przeplywie): Jesli 0 jest przeptywem z a do Z, to:
Strength(0) = d*0(a) = — Y _ d*0(z).

z€Z

Lemat (o zachowaniu energii): Jesli 0 jest przeptywem z a do Z, a
f:V — R jest funkcja taka, ze f | Z = (, to:

(0, df) = Strength(0) - (f(a) = ¢).
Na mocy definicji i, powyzszego lematu oraz definicji R.;y mamy:

E(i) = (i,dv) = v(a) = Reyy-

Zasada Thomsona: Niech 0 bedzie przeptywem z a do Z takim, ze d*6 =
d*i. Wtedy £(0) > £(i), chyba ze 6 = i.

Otrzymaliémy zatem, ze natezenie jest tym szczegOlnym przeplywem,
ktory minimalizuje energie.
1.7 Szacowanie efektywnej rezystancji

Sieci moga by¢ bardzo skomplikowane i nie zawsze potrafimy obliczy¢
efektywng rezystancje. Na szczescie konkretna wartosé nie bedzie dla nas tak
istotna, jak znalezienie odpowiedniego oszacowania.
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Zasada monotonicznoéci Rayleigha: Rozwazmy dwa alternatywne przy-
porzadkowania rezystancji krawedziom: r, 7. Jesli r <1/, to Rgc)f < RS}}

Dowdd: Jako, ze napiecia na uziemionych wierzcholkach sa takie same,
mozemy utozsami¢ Z do pojedynczego wierzchotka z bez wplywu na rezy-
stancje efektywna. Mamy wtedy d*i("”) = d*i"), zatem z definicji energii i
Zasady Thomsona:

£y > %Z@'W(e)%(e) > £(i™).

. . A1 / (c) ()
Whiosek: Jesli ¢ <, to Ceff < C’eff.

W szczegolnosci usuniecie krawedzi z sieci jest jak zmniejszenie jej prze-
wodnictwa do zera, a zatem taka operacja moze jedynie zmniejszy¢ efektywne
przewodnictwo sieci. Podobnie utozsamienie dwoch wierzchotkéw mozna trak-
towac¢ jako zmniejszenie oporu miedzy nimi do zera, a wiec tym razem to
efektywna rezystancja sie zmniejszy.

Do zapisania kolejnego twierdzenia potrzebna bedzie definicja. Méwimy,
ze zbior krawedzi 11 oddziela a od Z, jesli kazda Sciezka zaczynajaca sie w
a i taczaca a z wierzcholtkiem z Z zawiera krawedz z II. Ponadto zbiory kra-
wedzi 11, i II; nazywamy calkowicie rozlacznymi, gdy zachodzi warunek:
€€H1:>6¢H2/\—€¢H2.

Nier6wnos§é Nasha-Williamsa: Niech II4, ..., 11, beda parami catkowicie
roztacznymi zbiorami oddzielajacymi a od Z. Wtedy:

i ( > C(e)) ) < Regy.

k=1 eclly

Dowaod: Niech Zj bedzie zbiorem tych koncow krawedzi z I1;, od ktorych
a jest oddzielone przez I, a K zbiorem wszystkich wierzchotkow, od ktorych
a nie jest oddzielone przez II;. Niech sie¢ H bedzie siecia indukowana przez
KUZy. iy =1 | E(H) jest przeptywem jednostkowym z a do Zj, bo usuniete
krawedzie byly polaczone jedynie z wierzchotkami z 7, (inaczej przeczyltoby
to definicji K i Zy). Lemat o przeptywie daje nam:

L==> dig(z)==Y_Y inle)=— > e

TEZ), TE€EZY e~ =z ecE(H),e~€Zy

11



Jesli jednak krawedz e € E(H) i e~ € Z, to albo et € K, a wtedy —e musi
naleze¢ do Il albo e™ € Zj, ale wowczas w sumie mamy zarowno i(e) jak i
i(—e) = —i(e). Mozemy zatem napisac:

1= ’ Z i(e)| = ’ Z ile)| = ‘ Z i(e)| < Z li(e)],

e€E(H),e~€Zy ecE(H),e~ €Zy,—e€clly, e€ll), eell),

gdzie II} jest pewnym podzbiorem IIj, ktory nie zawiera zadnej pary prze-
ciwnych krawedzi. Z nier6wnosci Cauchy’ego-Schwarza:

S i) X ete)= (3 rz<e>r)2 > 1= it = (X c<e>)_1.

eclly, e€lly, e€lly, e€lly, eclly,

Sumujemy obustronnie po 1 < k < n (zbiory I} sa calkowicie roztaczne) i
otrzymujemy dolne oszacowanie dla £(i) = Reyr. 0

Gdyby zatozy¢, ze dla kazdego k zbior 11, oddziela IT;_; i [, 1, to mozna
by pomys$le¢ o bardziej intuicyjnym dowodzie. Mianowicie, dla kazdego k
utozsamijmy wszystkie wierzchotki miedzy 11 a Il ; do pojedynczego wierz-
choltka uy, (zmniejszajac opor miedzy nimi do 0). Wtedy jedynie réwnolegte
krawedzie z II; tacza up_1 z ug. Stosujac kolejno regule polaczenia réwnole-
glego, a potem szeregowego otrzymujemy dolne ograniczenie na rezystancje
efektywng oryginalnej sieci.

1.8 Powracalnosé 1 chwilowosé

W koricu jesteSmy gotowi, aby uzy¢ zdobytej wiedzy o spacerach losowych
na skonczonych grafach do badania typow spaceréw na grafach nieskonczo-
nych. Rozwazmy sie¢ ztozong ze spojnego, lokalnie skonczonego grafu G o
nieskonczenie wielu wierzchotkach i funkcji wag c¢. Wyréznijmy wierzcholtek
a. Na tej sieci rozwazamy spacer losowy zdefiniowany jako odwracalny tan-
cuch Markowa tak jak poprzednio.

Niech ciag skoticzonych podzbioréow Vi C Vi, C ... C V spetia: |J, V,, =
V oraz (Vn)a € V,. Wtedy moéwimy, ze ciag {G,}, gdzie G, jest podsiecia
indukowana przez V,,, wyczerpuje G. Niech Z, = V(G) \ V(G,) i niech
GY bedzie siecig uzyskang z G poprzez utozsamienie Z, do pojedynczego
wierzchotka z,, ktory zostaje uziemiony.

Wroémy do spaceru losowego na G. Zdarzenia {a — Z,} sa malejace,
a ich przekroj to zdarzenie, ze spacer startujacy z a nigdy nie powrdci
do punktu wyjscia. Bedziemy to zdarzenie oznaczaé¢ przez {a — oo}. Mo-
zemy zatem zdefiniowaé przewodnictwo efektywne dla sieci nieskoriczonej:
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m(a)P(a = 00) = w(a) lim, P(a — Z,) = lim, Cesr(G)Y) =: Cepr(G) = Coyy.
Rezystancja efektywna to odwrotnos¢ Ceys, przy czym gdy ta jest rowna 0,
to rezystancja wynosi co. P(a — o0) to prawdopodobienstwo ucieczki i jest
ono niezerowe wtedy i tylko wtedy, gdy spacer jest chwilowy. Stad wynika
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie (chwilowo§é i przewodnictwo efektywne): Spacer lo-
sowy na nieskoniczonej, spojnej sieci jest chwilowy wtedy i tylko wtedy, gdy
przewodnictwo efektywne tej sieci jest dodatnie (rezystancja efektywna jest
skoriczona).

7 tego twierdzenia i zasady Rayleigha dla sieci skonczonych otrzymujemy
natychmiastowo wniosek:

Zasada monotonicznoéci Rayleigha: Rozwazmy dwa alternatywne przy-
porzadkowania przewodnictw krawedziom: ¢, . Jesli ¢ < ¢ i spacer losowy
na sieci (G, ¢) jest chwilowy, to spacer losowy na (G, ) tez jest chwilowy.

Mowimy, ze zbior krawedzi 11 oddziela a od oo, jesli kazda nieskonczona,
prosta Sciezka zaczynajaca sie w a zawiera krawedz z 11.

Kryterium Nasha-Williamsa: Dla ciggu {I1, } skoriczonych i parami cal-
kowicie roztacznych zbiorow, z ktérych kazdy oddziela a od co mamy:

>(T c<e>)_1 < Ry,

n EGHn

zatem jesli ta suma jest nieskoriczona, to spacer losowy na (G, ¢) jest powra-
cajacy.

Dowdd: Niech {G,,} bedzie ciagiem wyczerpujacym G takim, ze | J;_, IT; C
E(G,). Mamy R.;; = lim, R.;(GY), zatem stosujac nieréwnos¢ Nasha-
Williamsa dla kazdego G, dostajemy teze. o

Antysymetryczng funkcje 6 zadana na zbiorze krawedzi nazywamy prze-

pltywem z a do oo, jesli: d*0(a) > 01 d*0(x) = 0 dla z # a. Gdy d*0(a) = 1
przeptyw nazywamy jednostkowym.

Lemat (o zbiezno$ci przeplywéw): Niech {6,,} bedzie takim ciggiem, ze
0,, jest przeplywem jednostkowym z a do Z,, gdzie Z1 D Z, O ... D, Z, =
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(). Niech ponadto: (Ve) 8, (e) — 6(e) oraz (Vn) E(0,) < M < co. Wtedy 0 jest
przeptywem jednostkowym z a do oo oraz £(0) < liminf, £(6,,) < M.

Dowdd: 0(—e) = lim, 0,(—e) = —lim, 0,(e¢) = —6(e), czyli 0 jest an-
tysymetryczna. G jest lokalnie skoriczony, zatem: d*0(x) = lim, d*0,(z) =
Loy (2), czyli 0 jest przeptywem jednostkowym z a do co. Natomiast nieréw-
no$¢ £(0) < liminf, £(0,) wynika z lematu Fatou dla f,, =62 -r > 0.

Twierdzenie (Lyons): Spacer losowy na G jest chwilowy wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje przeptyw jednostkowy na G o skoriczonej energii z jakie-
go$ (kazdego) wierzchotka do oo.

Dowdd: (<) Niech 6 bedzie przeptywem jednostkowym o skonczonej ener-
gii z a do 0o. Niech {G,,} bedzie ciagiem wyczerpujacym G. Przez i,, oznaczmy
natezenie jednostkowe (z a do z,) na GYY. Przez 6 | GY rozumiemy prze-
plyw jednostkowy na GV z a do z, naturalnie indukowany przez . Na mocy
zasady Thomsona: R (GY) = E(in,) < (0 | GIY) < £(F) < oo. Stad
Reff = lim,, Reff(G};V) < 8((9) < Q.

(=) Wezmy dowolny wierzchotek a. Niech {G,,}, i, oznaczaja to samo, co
poprzednio, a v,, bedzie napieciem odpowiadajacym i,. Skoro spacer losowy
na G jest chwilowy, to ciag £(i,) jest zbiezny do R.fr < 00, a zatem jest
ograniczony przez pewng skonczong stala M. Rozwazmy spacer losowy na G
startujacy z a. Niech Y,,(z) bedzie zmienna losowa zliczajaca wizyty tego spa-
ceru w x zanim spacer odwiedzi wierzchotek z Z,, = V(G)\ V(G,,), natomiast
Y (x) - zliczajaca wszystkie wizyty tego spaceru w x. Korzystajac z twier-
dzenia o zbieznosci monotonicznej oraz interpretacji probabilistycznej napie-
cia z podrozdziatu 1.4 mamy: E[Y (z)] = lim, E[Y,,(x)] = lim, Gz, (a,z) =
7(x) lim,, v,(z). Ale ten spacer jest chwilowy, zatem E[Y (z)] < oo, czyli mo-
zemy zdefiniowaé: v(z) = lim, v,(z). Stad wiemy, ze i(e) = lim, i,(e) =
lim,, ¢(e) dv,,(e) = c(e) dv(e) istnieje dla kazdej krawedzi e. Na mocy lematu
o zbieznosci przeptywow i jest przepltywem jednostkowym z a do oo o skon-
czonej energii. g

Mozemy teraz przeniesé¢ reszte poje¢ dotyczacych sieci elektrycznych na
sieci nieskoriczone.

Whniosek: Niech GG bedzie taka siecia, ze spacer losowy na niej jest chwi-
lowy. Niech {G,} wyczerpuje G. Przez i, oznaczmy natezenie jednostkowe
(z a do 2,) na GY, a przez v, odpowiadajace mu napiecie. Wtedy {4, } ma

punktowa granice ¢ na GG, ktora jest jedynym jednostkowym przeptywem na
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G o minimalnej energii. Ponadto {v,, } ma punktowa granice v na G, ktéra ma
nastepujace wlasnosci: dv = ir, v(a) = £(i) = Repr(G), vgag = P.(1, < 00)
oraz G(a,z) = m(x)v(x), gdzie G(a,x) jest oczekiwang liczba odwiedzin x

przez spacer losowy startujacy z a.

Dowadd: 7 dowodu twierdzenia mamy, ze ¢ i v istnieja oraz, ze dv = ir i
( x) = w(z)v(z). Proste uzycie ciagtosci prawdopodobieristwa daje nam:
v(‘r) = P,(7. < ). Dalej v(a) = lim,, v,(a) = lim,, £(i,) = lim,, Res (GY) =
Ress. Z lematu o zbieznosci przeptywow: £(i) < liminf, £(i,,), ale z dowodu
twierdzenia mamy: £(i,) < £(#) dla dowolnego przeptywu jednostkowego 6
z a do oo, w szczegolnosci: E(i,) < £(1), zatem E(i) = lim, (i) = v(a).
Przy okazji £(i) < £(0), czyli i ma minimalna energie. Pozostaje pokazaé, ze
1 jest jedyna.
Dla dowolnych 6,6’ mamy:

5(9)—;5(6’) :5<0—;8’> +g<8—26’>7

zatem jeéli 0160 sy przeptywami jednostkowymi z a do oo 0 minimalnej ener-
gii, to (0 + ) réwniez nim jest, a £(5L) =0=0=10".1

Ma sens zatem nazywanie v napieciem, a ¢ jednostkowym natezeniem na
sieci G uziemionej w nieskonczono$ci.

2 Twierdzenie Polyi

To piekne twierdzenie udowodnione w 1921 roku przez wegierskiego ma-
tematyka George’a Polye jest kluczowe dla tej pracy, poniewaz daje podsta-
wowg intuicje dotyczaca tego, jaka jest roznica pomiedzy grafami powraca-
jacymi a chwilowymi.

Spacer losowy na sieci (G, ¢) nazywamy prostym, gdy ¢ = C, gdzie C jest
dodatnia stalg. Taki spacer bedac w Wierzcholku x przechodzi do dowolnego

z sasiadow z prawdopodobiefstwem 5. dlatego zazwyczaj przez (prosty)

spacer losowy na grafie G rozumlemy spacer losowy na (G, ¢), gdzie ¢ = 1.
bLatwo zauwazy¢, ze na mocy zasady monotonicznosci Rayleigha, jesli ¢
jest ograniczona z dotu i z géry przez dodatnie stale, to spacer losowy na
(G, ¢) jest tego samego typu, co prosty spacer losowy na G.
Przez krate Z¢ rozumiemy graf, dla ktorego V(G) = Z¢, natomiast dwa
wierzchotki sa potaczone krawedzig doktadnie wtedy, gdy sg w euklidesowej
odleglosci 1 od siebie, tzn. r6znig sie jedynie o kanoniczny wektor e;.
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Twierdzenie (Pélya): Prosty spacer losowy na kracie 7% jest:
e powracajacy, gdy d < 2,

e chwilowy, gdy d > 3.

2.1 Dowdd twierdzenia

Dowdd dla d = 2: Uzyjemy kryterium Nasha-Williamsa dla a = (0,0).
Niech K, bedzie brzegiem kwadratu [—n,n]? i niech II,, bedzie zbiorem kra-
wedzi taczacych K, z K,,.1. Wtedy II,, jest zbiorem oddzielajacym a od oo

oraz [[,| = 4(2n + 1) = 8n + 4. Mamy zatem Rery > 3 gt = 00. O

Przykladowa obserwacja prostego spaceru
losowego na kracie Z2 - 25 tysiccy krokow

7. dowodu wynika réwniez, ze prawdopodobiefistwo tego, iz spacer star-
tujacy w (0,0) opusci K, przed powrotem do punktu wyjscia jest szacowane
z gory przez Cylog(n)~! dla pewnej statej C}.

Oczywiscie przypadek d = 2 daje nam natychmiast powracalnosé prostego
spaceru losowego dla d = 1 (dzieki zasadzie monotonicznosci Rayleigha). Po-
dobnie do udowodnienia drugiej czesci twierdzenia wystarczy pokazaé przy-
padek d = 3. Zaprezentujemy prosty dowod Doyle’a i Snella [1].

Dowdd dla d = 3: Skorzystamy z twierdzenia Lyonsa. Zdefiniujmy prze-
plyw 0 z a = (0,0, 0) do oo na czesci kraty 73 pomiedzy dodatnimi potosiami
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w nastepujacy sposob: dla (z,y, z) odleglego o n od a niech:

2(y + 1)
(n+1)(n+2)(n+3)

(9<<(x,y,x), (r,y + 1,z)>> =

i podobnie dla = oraz z. Mamy: n = dist(a, (x,y, 2)) = |z|+|y|+|z| = z+y+2z,

czyli z (x,y,z) wyplywa lacznie erfw Natomiast do (z,y, z) wplywa z

punktow (x — 1,9, 2), (x,y — 1, 2), (z,y,z — 1) razem:
2z 2y 2z 2

n(n+1)(n+2) * n(n+1)(n+2) i nn+1)(n+2) m+1(n+2)

zatem 6 jest dobrze zdefiniowanym przepltywem. Oczywiscie tylko do a nic
nie wplywa, za to wyplywa zen % + % + % = 1, czyli 0 jest przeplywem
jednostkowym.

Trzy obserwacje prostego spaceru losowego
na kracie Z3 - 10 tysiecy krokow kazda

Zastanoéwmy sie, ile jest punktéw oddalonych o n od a. Szukamy takich
liczb z,y,2 > 0, ze x +y+ 2z = n. Wezmy dowolne 0 < x < n. Wtedy y moze
by¢ dowolna liczba miedzy 0 a n — x. Na koniec z = n —x —y. Takich trojek
mamy zatem:

Zn;(n—aﬂ—l)::z:;k: nrline?)



7 kazdego punktu oddalonego o n od a wychodza trzy krawedzie o dodat-

nim przeptywie wynoszacym maksymalnie @ +2)2(n ) kazdy. Mamy zatem:

(n+1)(n+2) 2 2 6
EO) <) 2 '3<(n+2)(n+3)> §;m<°@"

n

2.2 Podejscie kombinatoryczne

W tym podrozdziale zaprezentujemy, jak dowodzi sie twierdzenia Polyi
bez uzycia sieci elektrycznych. Takie podej$cie mozna znalez¢ w klasycznych
podrecznikach z teorii prawdopodobieristwa, np. u Lawlera [2] [3].

Rozwazmy dowolny spacer losowy na spojnej sieci. Przez a bedziemy
oznacza¢ punkt wyjScia tego spaceru, natomiast przez .S, jego pozycje po
n krokach. Niech Z zlicza wszystkie wizyty spaceru w a. Z twierdzenia Fubi-

niego mamy:
7] = [E[Z 1{Sn:a}] =Y P(S, =
n=0 n=0

Dalej, jesli spacer jest powracajacy, to Z wynosi nieskoriczono$é¢ z praw-
dopodobienstwem 1, a zatem E|[Z] = cc.

7 drugiej strony, jesli spacer jest chwilowy, to prawdopodobienistwo ucieczki
jest wieksze od 0. Niech ¢ = 1 —P(a — 00) < 1 oznacza prawdopodobienstwo
powrotu do a. Wtedy Z ma rozktad geometryczny z prawdopodobienstwem
sukcesu ¢ i porazki 1 — g, to znaczy P(Z = k) = ¢""1(1 — ¢) dla k > 1 oraz:

- 1 1
— k k—ll_ _ _ .
Z ¢ (1=q) 1—gq [P(a—)oo)<oo

Fakt: Spacer losowy na spéjnym grafie jest powracajacy wtedy i tylko

wtedy, gdy:
> (s, -
n=0

Wracajac do prostego spaceru losowego na kracie Z¢ zauwazmy, Ze mo-
zemy przedstawi¢ S,, jako sume niezaleZnych decyzji X1, Xs,... o jednako-

wym rozkladzie: P(X; = +e;) = 55,1 < j < d. Wtedy:

[EHSHP]:[E[ZH:XZ,X] Z[E]X\ + ) CE[(X, X))

i,j=1 i#j
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Mozemy zatem przypuszczac, ze Srednia odleglto$é spaceru od 0 jest rzedu
c1v/n. Idac dalej, w Z¢ mamy okoto cg\/ﬁd punktow, ktorych odlegtosé od 0
jest co najwyzej rzedu /n, czyli mozna zgadywaé, iz prawdopodobienstwo
znalezienia sie dokladnie w jednym z tych punktow (np. w 0) jest rzedu
% =c3 nos.

Jest to oczywiscie jedynie intuicyjne rozumowanie, mozna jednak na-
prawde pokaza¢, poprzez nie bardzo skomplikowane, lecz zmudne rachun-
kowo rozwazania kombinatoryczne, ze prawdopodobienistwo znalezienia sie
po n krokach w 0 jest asymptotycznie rowne c3 n-% (patrz [1] podrozdziat
2.3). Wtedy z powyzszego faktu wynika twierdzenie Polyi.

2.3 Quasi izometrie

W tym podrozdziale poznamy dwa rodzaje odwzorowan, ktore w pewnym
sensie zachowuja typ spaceru losowego. Wéwczas twierdzenie Polyi okaze sie
stosunkowo tatwym wnioskiem z tej bardzo efektywnej teorii.

Dla dwdch sieci G i G’ funkcje ¢ przeksztatcajaca wierzcholki G na wierz-
chotki G’ nazywamy wlozeniem zgrubnie izometrycznym lub po prostu
wlozeniem zgrubnym, gdy istnieja state o, 5 < oo oraz funkcja ® zdefinio-
wana na krawedziach G taka, ze:

o dla kazdej krawedzi (z,y), ®((z,y)) jest prosta $ciezka z ¢(x) do ¢(y)

oraz
S () <ar(ay),

e'ed((z,y))

a ®((y,x)) jest Sciezka odwrotna do ®((x,y));

e dla kazdej krawedzi ¢ € G’ istnieje nie wiecej niz [ krawedzi w G,
ktorych obraz przez ¢ zawiera €.

Dwie sieci nazywamy zgrubnie réwnowaznymi, jesli istnieja wloze-
nia zgrubne w obu kierunkach. Na przyktad, mozna pokazaé, ze kazde dwa
(dostatecznie regularne) parkietaze R? zadaja sieci zgrubnie rownowazne. Po-
wrocimy do tego pdzniej.

Twierdzenie (Kanai): Niech G i G’ beda spojnymi sieciami. Jesli istnieje

wlozenie zgrubne G w G’ i spacer losowy na G jest chwilowy, to spacer losowy
na G’ tez jest chwilowy.
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Dowdd: Skorzystamy z twierdzenia Lyonsa. Niech ¢ (wraz z «, 3, ) be-
dzie wlozeniem zgrubnym G w G’. Z zalozenia istnieje przeptyw jednostkowy
na GG o skoriczonej energii z a do nieskoniczonosci. Nazwijmy go 6. Zdefi-
niujmy funkcje ¢'(¢’) = Ze/@(e) 0(e) zadana na krawedziach G’ (sumujemy
po wszystkich krawedziach G rozrozniajac e i —e). Pokazemy, ze 0’ jest prze-
ptywem jednostkowym z ¢(a) do nieskoriczonoSci.

Z pierwszego punktu definicji ¢ mamy, ze ¢ € ®(e) & —€ € P(—e),
zatem:

= D 0= > B == D -e)=-0(),

—e'ed(e) e'ed(—e) e'ed(—e)

czyli 0 jest antysymetryczna.
Dalej mamy:

S o)=Y > be) = o(e) &

o(z)=x' ¢(z)=a' e~ =z o(e™ )=z’

= > D> ble)= > b)) =dv@E).
(e/)—=az' e'€P(e) (e/)— =z’
Wystarczy zatem pokazaé (x), gdyz wtedy d*0'(z’) = Zd)(
Lig(a)y(2'). Oczywiscie, jezeli krawedZ e spelnia ¢(e”) = 2/, to e € A =
{e: (3 € ®(e))(e')” = 2'}, bo P(e) jest ciezka z ¢p(e) do ¢(e™). Natomiast
jesli krawedz e € A i ¢(e”) # o/, to znaczy, ze Sciezka ®(e) przechodzi przez
wierzchotek 2/, ale nie jest on jej poczatkiem, a wowczas —e € A. Skoro
jednak (e) 4+ 0(—e) = 0, to zachodzi (x).
7 nieré6wno$ci Cauchy’ego-Schwarza:

(Z L-6(e ) <(X )X wer)<s Y by

e’'ed(e) e'ed(e) e’'ed(e) e'ed(e)

= Loy () =

Energia przeptywu 6’ wynosi:

29/(6,) <BZ Z 0 2/ _

e eed(e)

=8y 0()? Y <a529 ) < oo m
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Dla dwoch grafow G i G’ funkcje ¢ przeksztalcajacg wierzchotki G na
wierzcholki G’ nazywamy quasi izometria, jesli istnieja dodatnie stale «, 3
takie, ze dla dowolnych wierzchotkow x,y z G zachodzi:

o tdist(z,y) — B < dist' (¢(z), p(y)) < adist(x,y) + 3

oraz kazdy wierzchotek z G’ jest w odleglosci co najwyzej 5 od obrazu ¢.
Definicje mozna rozszerzy¢ na wszystkie przestrzenie metryczne zamie-

niajac "wierzcholek" na "punkt". Wtedy krata Z¢ jest quasi izometryczna z
R<.

Fakt: Istnienie quasi izometrii jest relacja rownowaznoSci.

Dowaod: Zwrotnosé: oczywista.

Przechodnio$¢: Niech ¢ bedzie quasi izometrig z G do G', a ¢9 z G' do G”.
Wtedy tatwo sprawdzié, ze ¢ = ¢90¢; wraz ze statymi a = ajan, B = 1+ o
spelnia pierwszy warunek z definicji quasi izometrii z G do G”. Ustalmy
teraz dowolny wierzcholtek v z G”. Mamy d”(v", Im(¢3)) < (2, zatem dla
E > 0 istnieje wierzchotek v/ w G’ taki, ze d"(v",p2(v")) < fo + E. Ale
d'(W',Im(¢1)) < Pr, czyli dla § > 0 istnieje wierzcholek v w G taki, ze
&0, 61(1)) < By +9. Z definicji ¢ mamy d”(a(v'), 6(v)) < ar (), 64(0)) +
Po < ag(f146)+Po. Wowezas d” (v, Im(¢)) < d"(v", ¢(v)) < d"(v", g2 (V")) +
d"(p2(V'), d(v)) < aa(Br +9) + 262+ E.

Symetrycznos$é: Niech ¢ bedzie quasi izometrig z G do G'. Ustalmy £ > 0.
Dla wierzchotka v' z G’ definiujemy ¢ (v') jako (jaki§ z gory ustalony) wierz-
chotek v z G, dla ktorego d'(v',¢(v)) < d'(V',Im(p)) + E < B+ E. Po-
kazemy, ze 1 jest quasi izometrig z G’ do G. Przy powyzszych oznacze-
niach: d(¢(z"), () = d(z,y) < ad(¢(z),6(y)) + af < a(d(d(z),y) +
d'(y', o(y)))+ab < a(d(¢(z),2')+d (', y')+d (i, ¢(y)))+of < ad(z',y)+
2a(B 4+ &) + af dla dowolnych wierzcholtkow 2/, y' z G'. Analogicznie mamy
dW(2),v(y)) > atd (2, y) — 207 (B +E) — o™t f. Wezmy dowolny wierz-
cholek v z G. Niech v' = ¢(v). Wowczas mamy d(v, Im(y)) < d(v,¥(v")) <
o d (6(), () +0f = ad(v), p(v) +af < a(f+E)+af, 7 defnid
funkcji ¥. o
Lemat: Niech G'iG’ bedg quasiizometrycznymi grafami. Jeslic, ¢/, ¢!, ¢!
s3 ograniczone oraz stopnie wierzchotkow w G i G’ sa ograniczone, to sieci
(G,c) i (G, ) sa zgrubnie r6wnowazne.

Dowdd: Niech ¢ bedzie quasi izometria z G do G'. Dla krawedzi (z,y) z G
definiujemy ®((z,y)) jako (jaka$ ustalona) zorientowana $ciezke realizujaca
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odleglos¢ ¢(z) od ¢(y), tzn. [((z,y))| = d'(¢(2),0(y)) < ad(z,y) + B =
a+ 5, taka ze ®((y, z)) jest Sciezka odwrotna. Pokazemy, ze ¢ (wraz z ®) jest
wlozeniem zgrubnym G w G’. Istnienie wlozenia zgrubnego w druga strone
wynika z symetrii.

Niech M bedzie stala, ktora ogranicza wszystkie wielkosci ze sformuto-
wania lematu. Wéwczas dla dowolnej krawedzi e z G mamy g '(€') <
|®(e)] - M < (a+ B)M < (a+ B)% = (a+ B)M?r(e). Pozostaje pokazac,
ze istnieje stata N < oo taka, ze A(e') = {e: e’ € ®(e)} < N dla kazdego ¢’
z G,

Ustalmy dowolna krawedz (2, ') z G’ oraz krawedz (x1,y1) € A((2',y')).
Jesli (2',y') € ®((z,y)), to d'(¢(x),¢(z1)) < d'(¢(x),2") + d' (2, p(21)) <
2(a+ B), bo |P(e)] < o+ 8. Wowezas d(x,x1) < ad'(P(z),d(x1)) + af <
2a(av + B) + aff =: 7, czyli wszystkie krawedzie z A({x’,y’)) maja poczatek
w zbiorze B, (x1), zatem |A((a/,y))| < M -|B,(z1)] < M(1+ M+ M?*+ ...+
MV) =: N. O

Uwaga: Do dowodu istnienia wlozenia zgrubnego G'w G’ uzyliSmy jedynie
ograniczono$ci ¢, ¢! i stopni wierzchotkow w G.

Rozwazmy teraz spacer losowy na Z¢ bedacy wynikiem d niezaleznych
prostych spaceréw losowych na Z potraktowanych jako kolejne wspotrzedne
tego spaceru. Innymi slowy jest to spacer chodzacy po "przekatnych" Z¢,
wybierajac jedng z 2¢ przekatnych z rownym prawdopodobienstwem. Szansa,

ze ten spacer po 2n krokach wroci do punktu wyjscia wynosi <(2:)(%)2"> ,

bo kazdy z d niezaleznych spaceréw musi zrobi¢ tyle samo krokéw w obie
strony. Korzystajac z formuly Stirlinga otrzymujemy asymptotyczng wartosé

d
tego prawdopodobieristwa (ﬁ) . Na mocy faktu z podrozdzialu 2.2 nasz

spacer jest powracajacy dokladnie wtedy, gdy d < 3.

Niech G bedzie grafem odpowiadajgcym temu spacerowi i niech G’ be-
dzie zwykla krata na Z¢. Wtedy ¢ zadana jako identycznos$é na wierzchol-
kach G jest quasi izometria pomiedzy G a G'. Mamy bowiem dist(x,y) <
dist' (¢(x), ¢(y)) < d-dist(z,y), gdyz kazdy krok w Z¢ "po przekatnej" mozna
osiagnac poprzez d zwykltych krokéw "po wspotrzednych". Stad wynika twier-
dzenie Polyi.
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3 Przyklady

W niniejszym rozdziale postaramy sie przeanalizowa¢ szeroka game inte-
resujacych przyktadow.

3.1 Grafy w przestrzeniach euklidesowych i nie tylko

Twierdzenie Polyi pokazalo nam, ze wymiar przestrzeni ma kluczowe zna-
czenie dla typu spaceru, natomiast quasi izometrie, ze spacery na podobnych
grafach sa tego samego typu. Mozna sie wiec zastanawiaé, czy dowolny graf
wpisany w sensowny sposob w R? jest powracajacy wtedy i tylko wtedy, gdy
d<2.

Dla dowolnego grafu G przez k-fuzz G rozumiemy graf powstaly z G
poprzez dodanie do niego krawedzi taczacych wierzchotki, dla ktorych istnieje
Sciezka w G dlugosci co najwyzej k.

Lemat (o k-fuzzie grafu): Dla grafu G oznaczmy przez Gy jego k-fuzz.
Spacery losowe na sieciach (G, ¢) i (G, ') sa tego samego typu, o ile stopnie

wierzchotkéw w G oraz funkcje ¢, ¢, ¢, ¢~! sa ograniczone.

Dowod: Jesli stopnie wierzchotkéw G sa ograniczone przez n, to stopnie
wierzchotkéw G, sa ograniczone przez n + n? +n® + ... + nF. Dalej, G i G},
s3 w quasi izometrii, bo %dist(:c,y) < distg, (x,y) < dist(x,y). Na mocy
lematu z podrozdzialu o quasi izometriach mamy teze. o

Moéwimy, ze graf G jest wpisany w cywilizowany sposéb w R?, gdy
istnieja stale M < oo i r > 0 takie, ze:

e dhugos¢ pojedynczej krawedzi jest nie wicksza niz M,

e odlegto$¢ miedzy dwoma dowolnymi wierzchotkami jest nie mniejsza
niz r.

Fakt: Jesli mozna wpisa¢ G w cywilizowany sposéb w R?, a funkcja c jest
ograniczona z gory, to spacer losowy na (G, c¢) jest powracajacy.

Dowdd: Niech G bedzie wpisany w cywilizowany sposob w R? i niech Z2
bedzie grafem wpisanym w to samo R?, identycznym z krata na Z2, ale o
krawedziach dtugosci 5. Wtedy w kazdej kratce Z? znajduje sie co najwyzej
jeden wierzcholek z G. Niech 4 oznacza prawy gorny rog kratki Z2, w ktorej
sie znajduje sie wierzcholek x. Zauwazmy, ze je$li = i y sa sasiadami w G, to
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|Z— 9|2 < M +2r, a zatem istnieje pewna stala N taka, ze distz2(z,9) < N
dla dowolnych z ~ y. Niech G’ oznacza N-fuzz Z?. Zalézmy nie wprost, ze
spacer na (G, c) jest chwilowy. BZO ¢! jest ograniczone (gdyby nie byto,
bierzemy ¢ = min(c, 1) i spacer na (G, ¢) nadal jest chwilowy). Niech funkcja
d 1 E(G") — Rso bedzie taka, ze d(€') = c((z,y)), jesli ¢ taczy & z 9, a
na pozostalych krawedziach wynosi 1. Wtedy (G, ¢) jest wlasciwie podsiecia
(G', ), czyli spacer na (G', ) tez jest chwilowy. Lemat o k-fuzzie grafu dla
(G, )1 (Z% 1) daje nam sprzeczno$é z twierdzeniem Polyi. o

Niestety podobne twierdzenie dla R® nie jest prawdziwe. Istnieje graf,
ktory mozna wpisaé¢ w cywilizowany sposéb w R3, ale nie w R?, i na ktorym
prosty spacer losowy jest powracajacy.

Przykladem takiego grafu jest krata Z® pozbawiona wszystkich piono-
wych krawedzi poza pojedyncza osia (np. OZ). Inaczej moéwiac, jest to nie-
skoriczenie wiele kopii krat Z? ustawionych jedna nad druga, ktérych érodki
sa przyczepione w wierzchotkach pojedynczego 7. Tego grafu nie wpiszemy
w cywilizowany sposéb w R?, bo to oznaczaloby, ze mozemy zanurzy¢ nie-
skoniczenie wiele kopii 72 w k-fuzzie Z2. Natomiast prosty spacer losowy na
tym grafie jest powracajacy, bo spacerujac po jednej z kopii Z? wiemy, ze z
prawdopodobienstwem 1 odwiedzimy nieskonczenie wiele razy jej srodek, a
wiec kiedy$ na pewno zrobimy krok w gore albo w dot (z rownym prawdo-
podobieristwem) pionowej osi Z, a taki spacer losowy na Z jest powracajacy.

Dla grafow wpisanych w R? pozostaje nam korzystaé z ogélnego faktu:

Fakt: Graf G jest quasi izometryczny z przestrzenia metryczna (X, p), jesli
mozemy go w nig wpisa¢ w taki sposob, ze istnieja takie state R, M, N,r > 0,
ze:

e dowolny punkt p € X jest w odleglosci co najwyzej R od wierzchotkow

G
e dhugos¢ pojedynczej krawedzi jest nie wicksza niz M,

e dla dowolnych wierzchotkéw x, y istnieje $ciezka o dtugosci co najwyzej
N laczaca v z wierzcholtkiem 2/, ktorego odleglosé od y jest mniejsza
niz p(z,y) o co najmniej r.

Dowdd: Mamy p(z,y) < M dist(z,y) oraz dist(z,y) < N p(x,y)+1, po-
niewaz aby przyblizy¢ sie do jakiego$ wierzchotka o r potrzeba maksymalnie
N krokow. g
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3.2 Drzewa

Drzewa sa stosunkowo proste w analizie i potrafia by¢ przydatne przy
badaniu bardziej skomplikowanych graféw, nie oznacza to jednak, ze nie da
sie skonstruowac ciekawych przyktadéw drzew.

Drzewo nazywamy ukorzenionym, jesli wyr6znimy w nim pewien wierz-
chotek, zwany korzeniem. Bedziemy go oznaczaé przez a. Wowczas piszemy
|z| = dist(a,z). Mowimy, ze drzewo jest sferycznie symetryczne, jesli
deg(x) zalezy jedynie od |z|.

Niech 7' bedzie lokalnie skoficzonym ukorzenionym drzewem o nieskoncze-
nie wielu wierzchotkach. Nieskonczona prosta $ciezka zaczynajaca sie w ko-
rzeniu T nazywana jest gatezig. Zbior wierzchotkow T,, = {z € T : |z| = n}
nazywamy n-tym poziomem 7. Ponadto definiujemy dolne (wykladni-
cze) tempo wzrostu drzewa:

gr T :=liminf {/|T,|.

Zatozmy, ze T jest sferycznie symetryczne i rozwazmy prosty spacer lo-
sowy na 7. Jesli ustalimy korzen jako Zrodto napiecia, to zauwazmy, ze na-
piecie na wszystkich wierzchotkach z T, jest takie samo. Bedziemy teraz
postepowaé podobnie jak w komentarzu do nieréwnosci Nasha-Williamsa.
Dla kazdego n mozemy utozsamic¢ T;,, do pojedynczego wierzchotka. Nastep-
nie korzystamy z reguty potaczenia rownoleglego, a potem szeregowego, aby
otrzymac:

=1
Regp(T) =) [
n=1 n

Kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego daje nam:

Fakt: Jesli drzewo T jest sferycznie symetryczne i gr'T" > 1, to prosty spa-
cer losowy na T jest chwilowy.

Na przyktad chwilowy jest prosty spacer losowy na petnym drzewie bi-
narnym. Jest to drzewo, ktérego wszystkie wierzchotki maja stopien réwny
3 (poza korzeniem; deg(a) = 2).

Warunek grT" > 1 nie jest warunkiem koniecznym. Rozwazmy sferycznie
symetryczne drzewo, dla ktorego deg(z) = 4, jesli |z| = 2 — 1,k = 0,1,...
oraz deg(x) = 2 dla pozostalych wierzchotkow. Innymi stowy - kazda galaz
tego drzewa rozgalezia sie na trzy, gdy odleglto$¢ od korzenia sie podwaja.
Drzewo to jest czasem nazywane N7, 6. Jego dolne wykladnicze tempo
wzrostu wynosi oczywiscie 1 (w pewnym sensie tempo wzrostu tego drzewa
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jest tempem wielomianowym stopnia log, 6), ale:

R_1111111_1°°2”
eff—§+§+§+2_7+2_7+§+§+”-—§ > (g) < 00,
czyli prosty spacer losowy na N, ¢ jest chwilowy. Drzewo to jest o tyle
istotne, ze da si¢ je wpisa¢ w krate Z3, co pokazuje przypadek d = 3 w
twierdzeniu Polyi.

Zalozenia sferycznej symetryczno$ci tez nie mozna pominaé, co obrazuje
przyklad drzewa T 3 (Rys. 1). Powstaje ono w nastepujacy sposob: na kaz-
dym poziomie drzewa pierwsza polowa gatezi (ta od lewej strony, patrzac na
Rys. 1) sie nie rozgalezia, natomiast druga potowa rozgalezia sie na trzy. W
pewnym sensie przypomina ono drzewo binarne - jego dolne tempo wzrostu
takze wynosi 2.

4

a

Rysunek 1: Drzewo T _3

7 drugiej strony jednak, prosty spacer losowy na tym drzewie jest powra-
cajacy! Istotnie: ustalmy dowolny przeptyw jednostkowy 6 na T 3. Oznaczmy
skrajnie prawa gataz T 3 przez g. Jest to jedyna galaz tego drzewa, ktora
sie stale rozgatezia. To znaczy, ze dla dowolnego wierzchotka x spoza g mamy
jedynie skoriczenie wiele galezi, przechodzacych przez z. Dlatego, jesli prze-
plyw przez x jest niezerowy, to przynajmniej na jednej z tych (skoriczenie
wielu) galezi mamy staly i niezerowy przeplyw, a wtedy £(6) = oco. Jednak
jesli poza g przeplyw 6 jest zerowy, to oznacza, ze wszystko ptynie przez g,
czyli rowniez £(0) = oo.

Interesujacym moze wydac sie tez fakt, ze kryterium Nasha-Williamsa w
tym przypadku zawodzi. Gdyby chcie¢ wybraé¢ ciag catkowicie roztacznych
zbioréow oddzielajacych a od oo, to liczba gatezi do zablokowania kazdym
kolejnym zbiorem roénie wyktadniczo, a wiec dla dowolnego wyboru takich
zbioréw szereg z tezy kryterium jest zbiezny.
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3.3 Plaszczyzna hiperboliczna

Geometria hiperboliczna to geometria otrzymana z geometrii euklidesowej
przez zastgpienie postulatu rownoleglosci przez nastepujacy aksjomat: Dla
dowolnej prostej [ i punktu P nielezacego na [ istnieja co najmniej dwie
(zatem nieskoriczenie wiele) proste przez P nieprzecinajace [ (inaczej mowiac:
rownolegte do [).

Nas beda interesowa¢ spacery losowe na grafach narysowanych (w sen-
sowny sposob) na plaszczyznie hiperbolicznej. Niestety nie da sie jej izome-
trycznie wlozy¢ w tréjwymiarowa przestrzenn euklidesowa, dlatego potrzebny
nam bedzie odpowiedni model.

Przez ptaszczyzne hiperboliczng bedziemy rozumieé przestrzen metryczng

(U. p). gdzie:

U={z€C:|z] <1}, p(z1,2) =2tanh™! ‘in :
— ?1%2
Jest to model dysku Poincaré, zwany takze wiernokatnym modelem dysku,
poniewaz przedstawia ptaszczyzne hiperboliczng jako wnetrze dysku jednost-
kowego, zachowujac przy tym katy pomiedzy liniami, za to zmieniajac odle-
glodci miedzy punktami.

Rysunek 2: Proste i okrag w modelu dysku Poincaré

Proste w modelu Poincaré sg przedstawiane jako tuki prostopadte do gra-
nicy dysku, natomiast okregi jako zwykte euklidesowe okregi wewnatrz dysku
(Rys. 2). Nalezy jednak pamietaé¢, ze hiperboliczny $rodek takiego okregu
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znajduje sie blizej centrum dysku niz jego euklidesowy §rodek. Na Rys. 2 wi-
da¢ rowniez, jak wygladaja proste rownolegte (do niebieskiej prostej) w tym
modelu.

Fakt: Jesli G jest grafem quasi izometrycznym z ptaszczyzna hiperboliczna,
a funkcja c jest ograniczona z dotu przez dodatnia stala, to spacer losowy na
(G, ¢) jest chwilowy.

Dowdd: Wystarczy pokazaé, ze istnieje graf quasi izometryczny z ptasz-
czyzng hiperboliczna, na ktérym prosty spacer losowy jest chwilowy. Poka-
zemy, ze takim grafem jest parkietaz trojkatami rzedu 8 ukazany na Rys. 3,
ktory bedziemy oznacza¢ symbolem {3,8}. Jest to graf ztozony z przystaja-
cych, rownobocznych trojkatoéw hiperbolicznych; w kazdym jego wierzchotku
spotyka sie osiem takich trojkatow. Oznacza to, ze graf {3,8} wyglada iden-
tycznie z punktu widzenia dowolnego wierzchotka, tzn. dla dowolnych dwoch
wierzchotkoéw x,y istnieje izometryczny automorfizm plaszczyzny hiperbo-
licznej, przeprowadzajacy x na y. Kat wewnetrzny pojedynczego trojkata

. 360° _ 4ro
wynosi =2— = 45°.

TR S,
p ﬁ%""‘i ¥

N,
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Rysunek 3: Parkietaz trojkatami rzedu 8 plaszczyzny hiperboliczne;j.
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Zaczniemy od tego, ze prosty spacer na grafie {3, 8} jest chwilowy. W tym
celu pokazemy, ze zawiera on drzewo binarne. Wezmy dowolny wierzchotek
{3, 8} jako korzen i dowolna wychodzaca z niego krawedz. Kolejne krawedzie
naszego podgrafu to te, ktore znajduja si¢ najblizej linii przedtuzajacej kra-
wedz poprzednia (ale nie leza na niej). Otrzymujemy podgraf jak na Rys. 3
(kolor czerwony). Aby stwierdzi¢, ze jest to drzewo binarne nalezy pokazad,
ze idac od korzenia podgraf ten sie jedynie rozgalezia, a nie laczy tzn., ze
jesli sie w jakims punkcie rozgalezia, to te dwa rozgatezienia sie juz nie spo-
tkaja. Pokazemy, dlaczego tak jest na przyktadzie rozgalezienia w punkcie
D. Zauwazmy, ze wszystkie linie podobne do tych zaznaczonych na Rys. 3
na zo6tto sa réwnolegte do siebie nawzajem. Rozwazmy dowolna krawed?z z
lewego rozgalezienia (tzn. tego w kierunku punktu A). Znajduje sie ona po
lewej (innej niz punkt D) stronie od pewnej linii réwnoleglej do zottej linii
przez A, a zatem cale lewe rozgalezienie pozostaje po lewej stronie od zo6ttej
linii przez A. Analogicznie prawe rozgalezienie pozostaje po prawej od zottej
linii przez C.

Pokazemy teraz, ze graf {3,8} jest quasi izometryczny 7 plaszczyzna hi-
perboliczng. Wszystkie krawedzie grafu maja jednakowa dlugosé wynoszaca
p(A, B) = |AB|, zatem mamy p(z,y) < |AB|dist(z,y) dla dowolnych wierz-
chotkéw z,y. Oczywiscie kazdy punkt z ptaszczyzny hiperbolicznej znajduje
sie w jakim$ trojkacie, a wiec jego odleglosé od wierzchotkow {3,8} mo-
zemy oszacowaé przez |AB|. Ustalmy dwa rézne wierzchotki x,y. BZO mo-
zemy zatozyé, ze x lezy w punkcie A, a linia lgczaca = i y przechodzi po-
miedzy punktem B a $rodkiem odcinka BD. Oznaczmy punkt, w ktérym
lezy wierzcholek y przez Y. Zauwazmy, ze |BY| < |AY|, bo w AABY
mamy £ABY > 90°, a suma katow w trojkacie hiperbolicznym jest za-
wsze mniejsza niz 180°. Ponadto roznica tych dhugosci jest najmniejsza, gdy
£LABY jest najmniejszy w stosunku do L BAY, czyli gdy Y = C, a zatem
|AY| — |BY| > |[AC| — |BC| =: r. Stad dist(z,y) < 2 p(z,y) + 1. o
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Z.akonczenie

Mam nadzieje, ze dzieki tej lekturze spacery losowe na grafach nieskon-
czonych staty sie bardziej zrozumiate i ze udato sie¢ nimi zainteresowaé czy-
telnika.

Jesli jednak komu$ praca wydata sie zbyt techniczna lub zbyt pos$pieszna,
polecam niezwykle przystepnie napisana ksiazke Doyle’a i Snella [1], ktora
pelna jest ilustracji i prostych przykladow.

Oczywiscie ta praca licencjacka jest tylko wprowadzeniem do tematu, na
ktory mozna spogladac znacznie szerzej oraz na wiele innych sposobow. Przy-
ktadowo przyjelismy, ze grafy maja by¢ lokalnie skoniczone. Mozna zrezygno-
wac z tego zalozenia (poréwnaj: podrozdzial 1.2), lecz powstaja wtedy pewne
problemy techniczne przy definiowaniu podstawowych poje¢, co odbitoby sie
na przejrzystosci pracy.

Czesto ograniczalismy réwniez funkcje wag krawedzi. Pozwalalo nam to
skupié¢ sie na samej strukturze grafu. Typ spaceru zalezal wtedy gtéwnie
od "obszernosci" przestrzeni / grafu, na ktorym sie odbywal, tzn. od tego
jak szybko rosnie objetosé¢ / liczba wierzchotkow w przecietnej kuli wraz ze
wzrostem jej promienia. Jest to jednak wicksze ograniczenie niz moze sie z
poczatku wydawa¢. Rozwazmy spacer na Z, ktory robi krok albo w prawo z
prawdopodobienstwem p > %, albo krok w lewo. Jego prawdopodobieristwa
przejscia sa stale, ale odpowiednia funkcja wag nie jest ograniczona. Za-
uwazmy, ze ten spacer jest chwilowy w przeciwienstwie do prostego spaceru
na Z. Wieksza swoboda w doborze prawdopodobieristw przejscia pozwala
nam w pewnym sensie sztucznie kierowaé spacerem.

Temu, kto chciatby kontynuowaé poznawanie spaceréw losowych w tonie
tej pracy, np. dowiedzie¢ sie, co dzieje sie ze spacerami na drzewach, dla
ktorych prawdopodobienstwa przejécia dla danego wierzchotka w kierunku
korzenia sg wieksze niz w kierunku przeciwnym, polecam ksiazke Lyonsa i
Peresa [4] - podrozdzial 3.2.
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