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Streszczenie

W tej pracy zaproponujemy wspolny test niezalezno$ci i normalnosci, ktory
moze byé¢ zaimplementowany w dowolnym wymiarze. Bazuje on na pomy-
sle charakteryzacji rozkladu normalnego wedtug dr Ejsmontal4|. Test ten
uzywa calki z kwadratu modutu réznicy pomiedzy produktem funkcji cha-
rakterystycznej proby i pewnej statej. Szczegélna uwage przywiazujemy do
przypadku dwoch jednowymiarowych wektoréow losowych, kiedy statystyka
testowa moze byé wyrazana funkcjami Bassela. Przeprowadzamy dla tego
wypadku symulacje wartosci krytycznych oraz mocy testu przy réznych hi-
potezach alternatywnych w srodowisku R.



Rozdzial 1

Wstep

Jednym z najczesciej wystepujacych i najwazniejszym problemem w staty-
styce jest testowanie niezaleznosci pomiedzy dwoma lub wicksza iloscia wek-
torow losowych. Tradycyjne podejscie do tego problemu bazuje na korelacji
parametrow Pearsona. Metoda ta ma jednak wady, a najwieksza z nich jest
jej brak wrazliwosci na obserwacje odstajace. Sktania to nas do poszukiwania
innych metod, ktére beda nieparametryczne. Istnieja procedury testowania,
ktore opieraja sie na statystykach liniowych. Sa to na przyktad procedura
Savage’a, Spearmana i van den Waerdena. W tej pracy opisujemy metode
testowania niezaleznosci i normalnosci, ktéra bazuje na réznicy pomiedzy
stata exp(—%) a funkcja empiryczna, ktora opiszemy w dalszej czesci pracy.
W statystyce wiele badan zajmuje sie badaniem zaleznosci pomiedzy wekto-
rami X = (Xy,---,X,,) oraz Y = (Y3,---,Y,,). Podstawowym pytaniem na
ktore szukamy woéwczas odpowiedzi jest to czy elementy wektorow X; 1Y sa
niezalezne i maja ten sam rozktad normalny. Mozemy zalozy¢ wielowymia-
rowy rozktad normalny ztaczenia wektorow X i Y. Wiemy, ze jesli wektor
losowy ma wielowymiarowy rozktad normalny, to wszystkie jego sktadniki,
ktore nie sa ze soba skorelowane sa niezalezne. 7 tego wynika, ze jesli kazde
dwa lub wicksza ilos¢ elementéw takiego wektora sa parami niezalezne to sa
niezalezne. Wowczas dla wektora (X7, ..., X, Y1, ..., Y,,) problem sprowadza
sie do badania hipotezy zerowej Hy : parametry korelacji sa rowne 0.

W rozdziale 2 omoéwimy krétko najwazniejsze podstawy teoretyczne do wy-
prowadzenia statystyki testowej. Skupimy sie na teorii zwigzanej z funkcjami
Bessela. W nastepnym rozdziale zajmiemy si¢ wyprowadzeniem i opisaniem
postaci statystyki testowej, ktéra w tej pracy proponujemy. W pierwszej ko-
lejnoéci w wersji dla wielowymiarowych wektoréw, a nastepnie jej postacia
w wypadku dwoch wektorow jednowymiarowych. W rozdziale 4 przeprowa-
dzimy symulacje wartosci krytycznych oraz mocy testu.

Ponizsza praca opiera sie na pracy oraz pomysle dr Wiktora Ejsmonta[l],



ktoremu bardzo dziekuje za jej udostepnienie i pomoc w przygotowaniu tej
pracy.

Notacja

W ponizszej pracy bedziemy uzywacé nastepujacej notacji. Iloczyn skalarny
wektorow ¢, s € RP jest oznaczany przez (t,s), a norma euklidesowa (L) z
t to |[t|| = \/(t,t). Mamy rowniez wektory losowe X := (X7, ..., X,,) € R™,
Y = (Y1,....,Y,) € R", gdzie n, m sa liczbami catkowitymi dodatnimi. Funk-
cje charakterystyczne X i Y oznaczamy kolejno ¢x i ¢y. Dla utatwienia
oznaczenl wprowadzamy roéwniez [n] = {1,...,n} oraz [m| = {1,...,m}. Sym-
bol 0 oznacza wektor samych zer. Dla funkcji o wartosciach zespolonych f(+)
ich sprzezenie zespolone oznaczamy przez f, a |f|> = ff.



Rozdzial 2

Teoretyczne podstawy

2.1 Funkcje Bessela

W wypadku, ktory bedziemy doktadnie opisywaé w 3.3 statystyka testowa ma
posta¢, w ktorej wystepuje funkcja Bessela. Funkcje te nazywane sg rowniez
funkcjami cylindrycznymi. Definiuje sie je jako rozwiazania y(x) réwnania
rozniczkowego drugiego stopnia nazywanego réwnaniem Bessela:

2

xQ% + x;i—z + (2% — a?)y = 0.

Czlowiek, od ktorego wziely nazwe, Friedrich Wilhelm Bessel, wyprowadzit
je okoto roku 1817 podczas prowadzenia badan nad rozwigzaniem jednego
z réwnan ruchu planet Keplera. Maja one bardzo szerokie zastosowanie w
fizyce, miedzy innymi w przeptywie ciepta lub energii w cylindrze statym,
dyfrakcji swiatta czy odksztalcaniach ciat elastycznych.
Ogolne rozwigzanie rownania Bessela daje funkcje Bessela pierwszego i dru-
giego rodzaju:

y = AJy(x) + BY,(x),

gdzie A i B sa ustalonymi statymi, J, to funkcja Bessela pierwszego rodzaju,
a Y, - drugiego rodzaju. Bardzo czesto funkcje te sa przedstawiane z catko-
witymi warto$ciami parametru o, podczas gdy moze on przyjmowaé wartosci
z catego zakresu liczb rzeczywistych. My oméwimy troche doktadniej tylko
pierwszy rodzaj, ktérego bedziemy uzywac.

Funkcja Bessela pierwszego rodzaju jest skoniczona w x = 0 dla wszystkich
rzeczywistych wartosci parametru a. Mozemy ja okresli¢ uzywajac nieskon-
€zonego rozszerzenia szeregu mocy w nastepujacy sposob:

o -1 k /2 a+2k
Jal®) = ;0( k?(éi/i)! '
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Rysunek 2.1: Wykres funkcji Bessela Jy(x) na odcinku z € [0, 100]

Dla parametru a = 0, ktéry najbardziej nas interesuje wzor ten przyjmuje

forme
f: x/ 2)%*
=0
a wykres tej funkcji przedstawia rysunek 2.1. Mozemy zauwazy¢, ze przypo-
mina on ttumiong cosinusoide.
Funkcje Bessela pierwszego rodzaju mozemy réwniez przedstawi¢ w postaci
catki. Wowcezas dla parametru a € Z wyglada ona tak:

m ™

Jo(x) = 1 /cos(oﬂ — xsinf)df = l/Cos(yc sinf — af)do.
7r m
0 0

Istnieja rézne przyblizenia tych funkcji utatwiajace prace z nimi oraz szereg
uzytecznych wtasnosci. W wyznaczaniu naszej statystyki testowej bedziemy
uzywac tylko funkcji Bessela pierwszego rodzaju z parametrem o = 0, ktorej
wykres widzimy wyzej. Pierwiastki Jo(z) = 0 sa liczbami dodatnimi i jest
ich nieskonczenie wiele. Przy n — oo réznica pomiedzy dwoma kolejnymi
pierwiastkami dazy do liczby 7. Rozwiazania te mozemy przybliza¢ aproksy-
macja Stokes’a dla duzych wartosci n.



2.2 Wprowadzenie do statystyki

Podstawy do badania opisywanego w tej pracy testu sa zawarte w pracy
doktora Ejsmonta [4]. W pracy tej autor formuluje nowa charakteryza-
cje rozktadu normalnego, ktora jest wzorowana na charakteryzacji Cooka|9]
oraz Kagana i Shalaevskiego[10] oraz jest dana przez pewna inwersje nie-
centralnego rozkladu x?. Zaklada ona dodatkowe istnienie wszystkich mo-
mentow. Zostalo pokazane, ze jesli wektory X = (Xi,...,X,,) oraz Y =
(Y1, ..., Y,) sa niezalezne oraz maja wszystkie momenty i rozktad " X;a;+
A+ Z?Zl Y;b; 4+ B zalezy tylko od Y ", a? + Z;L=1 b? to Xy, ..., X, Y1, ..., Y,
sg niezalezne i pochodza z jednego rozkladu normalnego. Nasza konstrukcja
testu opiera si¢ na zmodyfikowanej wersji tego twierdzenia. Mianowicie po-
mijamy zaltozenie o istnieniu wszystkich momentéw zmiennych losowych. Ze

wzgledu na to przeprowadzimy ponizej dowdéd zmodyfikowanego twierdzenia.

Twierdzenie 2.2.1 Niech (X, ..., X;,, A) i (Y1, ..., Yy, B) bedq niezaleznymi
wektorami losowymi, w ktorych X; 1Y, sq niezdegenerowane dla i € [m],
J € [m] i niech statystyka

(@.X)+(bY)+A+B=) Xia;+A+» Y;b+B,

i=1 j=1

ma rozktad zalezny tylko od ||a||? + ||b||?, gdzie a € R™, b € R". Wowczas
zmienne losowe Xy, ..., X, Y1, ..., Y, sq niezalezne © majg ten sam rozktad
normalny o sredniej p = 0.

DOWOD
Dowod ten opieramy na analizie funkcji charakterystycznej rozktadu normal-

.Niecha= ——2—1ib=——2—. 1 R ‘
nego. Niech a TPTERTRTE ib TATENETE Wtedy dla ¢ € R otrzymujemy

i({a, X) 4+ (b,Y)+ A+ B)t
Eex

p( TR )
i(A+ B)t )

Vllall* +[of[?

7 zalozenia wiemy, ze ta warto$¢ oczekiwana nie zalezy od [|al|* + ||b]]?.
Wowezas dostajemy wartosé¢ oczekiwana:

E exp (z((a,)Q + (b, Y))t +

]Eexp(z((&,X>+<B,Y>)t+ iA+ Bt )

Vllal? + 16l



ktora przy
llall* + 1|l = +o0

dazy do B
Eexp (i((a, X) + (0, Y))1))

i nie zalezy od ||a|[?+][b||>. W szczegolnosci otrzymujemy zaleznoéé rozktadu
statystyki

(a, X) +(b,Y) = ((@ X) + (0,Y)/I]al[* + |o]P?

tylko od ||a]|® + ||b][*.
Niech funkcja h bedzie postaci h(|]a||? 4 ||b]|*) = Eexp (i({a, X) + (b,Y))).
Korzystajac z niezaleznosci X i Y mozemy to zapisa¢ jako:

(1) Alall* + [Bl*) = Eexp (i({a, X)))Eexp (i((b, Y))).

Przeksztalcajac (1) najpierw dla @ = 0 € R™ a nastepnie dla b = 0 € R”
mamy kolejno

h(|[ol*) = Eexp (i(b,Y)) oraz  h(||a|[*) = Eexp (i{a, X)).
Podstawiajac to do rownosci (1) dostajemy
h(lal|* + [161*) = A(llal[*)A(|[b]]*)-

Zauwazamy, ze funkcja h jest ciagla stad korzystajac z multiplikatywnego
rownania funkcjonalnego Cauchy’ego dostajemy

h(llall* + 11B][*) = exp (c([lall* + [[b]]*))-

Podstawiajac @ = (a1,0,0,...,0) oraz b = 0 w tym réwnaniu dostajemy
posta¢ Eexp (iX1a;) = exp (ca?) a to oznacza, ze X; ma rozktad normalny
z Srednig rowna zero. Powtarzajac to rozumowanie dla innych zmiennych
losowych widzimy, ze X; i Y; majg taki sam rozklad normalny z zerowa
srednia. Niezalezno$¢ zmiennych losowych Xj, ..., X, wynika z obserwacji,
ze dla wszystkich a = (ay, ..., a;,) € R™ mamy

E exp (i{a, X)) = exp (cZa?) = Eexp (iX1a1)..Eexp (1.X,,am).

Jj=1



Rozdzial 3

Statystyka testowa

3.1 Propozycja dla statystyki

Konstrukcje nowego testu opieramy bezpos$rednio na ponizszej propozycji
3.1.1. Jest ona szczegdlnym przypadkiem twierdzenia 2.2.1 dla A = B = 0.

Propozycja 3.1.1 Niech X 1Y bedqg niezaleznymi wektorami losowymi, ta-
kimi ze X; 1 Y; nie sq zdegenerowane oraz B(X}?) =1, E(Y?) = 1 dla wszyst-
kich i € [m], j € [n]. Wtedy nastepujgce stwierdzenia sq réwnowazne:

(i) statystyka (a, X)+(b,Y) ma rozktad, ktory nie zalezy od (ay, ..., Gpm, b1, ..., by)
dla kazdego a i b spetniajgcych warunek ||al|* + ||0|]* = 1;

(i) zmienne losowe Xy, ..., X, Y1, ..., Y, sq niezalezne i majg ten sam roz-
ktad N(0,1).
DOWOD
(1) = (i)
Udowodnimy najpierw, ze z stwierdzenia (i) wynika stwierdzenie (7). Z
pierwszego stwierdzenia wiemy, ze rozktad

(a,X) + (b, Y) = v/|[a|[Z+ [|b]]2 (a, X) + (b,Y)

[lal> + [[b]]?

zalezy tylko od ||a||? + ||b]|?. Z twierdzenia 2.2.1 wynika, ze wowczas X; i Y]
sa niezalezne i maja ten sam rozktad normalny N (0, 1). Jest tak, poniewaz
zaktadamy, ze E(X?) = E(Y}) = 1.
(1) = (i)
Obiczamy funkcje charakterystyczna

—(llal® + [10[1*)

Eexp (i{a, X) +i(b,Y)) = exp 5 :

10



Widzimy, ze zalezy ona tylko od ||a||* + ||b||* zatem stwierdzenie (i) jest
prawdziwe.

OJ

3.2 Postac¢ nowej statystyki

Do konstrukcji omawianego testu bedziemy uzywaé odlegtosci. Istnieje wiele
typow odlegtoéci w teorii testowania hipotez statystycznych, ktore sa defi-
niowane pomiedzy obiektami statystycznymi. Jedna z najbardziej znanych i
najczesciej uzywanych jest odlegtosé Lo. Przyjmijmy, ze F' jest skumulowang
funkcja rozktadu zmiennych losowych a Fj, jest funkcja empiryczna. Odle-
glosé Ly miedzy nimi mozemy zapisaé jako [~ (F,(x)—F(x))*dx, czyli catke
z kwadratu réznicy pomiedzy nimi. Do testowania rozktadu wielowymiaro-
wego normalnego stosujemy odleglo$é pomiedzy empiryczna a teoretyczng
funkcja charakterystyczna. Zatézmy, ze X € R™, Y € R" sa losowymi wek-
torami o wartosciach rzeczywistych i funkcjach charakterystycznych ¢x i ¢y.
Wtedy do sprawdzenia niezaleznosci mozemy uzy¢ nastepujacej odleglosci

/ |px.y (t,8) — ox (t) oy (s)|*w(t, s)dtds

Rm+n

gdzie w(t, s) jest arbitralna dodatnia funkcja wag, dla ktorej powyzsza caltka
istnieje. Proponowany przez nas test bazuje na odlegtosci pomiedzy funkcja
charakterystyczna a pewna stala i zostal zainspirowany artykutami [3, 5, 7, §|.
Stwierdzenie (i) z propozycji 3.1.1 wprost moéwi nam, ze dostajemy stwierdze-
nie (i1) gdy rozktad statystyki (a, X) + (b, Y) jest staly na n+m wymiarowej
sferze o promieniu 1. Ten warunek mozemy zapisa¢ za pomocs funkcji cha-
rakterystycznych. Otrzymujemy stwierdzenie (ii) wtedy i tylko wtedy gdy
funkcja E(exp(i{a, X) +i(b,Y))) = ¢x(a)py(b) jest stata na sferze jednost-
kowej dla ||a||* + ||b||* = 1 gdzie a € R™ i b € R". Z dowodu propozycji 3.1.1
wiemy rowniez, ze ta stala funkcja musi by¢ réwna exp(—3). Otrzymujemy
¢x(a)py (b) — exp(—3) = 0 dla wszystkich [|a||* + ||b]|* = 1. Rownowaznie

@ [ 1ox@ov() - exp(—3)PdS,m =0

Sn+m

gdzie catka w (2) jest caltka powierzchniowa na S, ., = {t e R"™™ : ||t|| = 1}.
Skoniczonosé tej catki wynika bezposrednio z tego, ze |¢px(a)py (b)] < 1 oraz
exp(—3) < 1. Widzimy zatem, ze Js [ox(a)dy (D) — exp(—3)[2dSnim <

11



(1 — exp(—3))%|Snsml.

Proba z rozktadu X z R™ (w przypadku Y z R") jest oznaczana przez N xm
( lub analogicznie N x n ) wymiarowa macierz X (Y), gdzie wektory losowe
sg kolumnami. Dane mozemy zapisa¢ jak ponizej:

11 T12 ... Tim Y11 Y12 - Uin

X221 X222 ... Toam Y21 Y22 -+ Yan
X = . o . oraz Y = . . .

IN1 IN2 --- TNm Ynai YnN2 --- YNn

Zakladamy rowniez, ze X oraz Y sa niezalezne. Chcemy testowac hipoteze:

Hém’") : wszystkie kolumny X i Y sg niezalezne i maja rozklad normalny
vs

H™™ o HI™™ nie jest prawdziwa.

Przez X oraz Y oznaczamy macierze otrzymane poprzez normalizacje ko-
lumn macierzy X oraz Y. Musimy tego dokonaé¢, poniewaz test powinien
by¢ niezalezny ze wzgledu na parametry przesuniecia i skali. Niech ®(a),
®5(b) beda empirycznymi funkcjami charakterystycznymi macierzy X oraz
Y. Definiujemy je w nastepujacy sposob:

1 — 1 —
:—Zexp an i ——Zexp bYk
Nk:l Nk:l

gdzie )Nik i S?k sa k-tym wierszem macierzy )2, Y. Obserwujemy, ze po norma-
lizacji kolumn macierze X, Y spetniaja zalozenia propozycji 3.1.1 i w koricu
jestedmy gotowi do zdefiniowania naszej statystyki. Proponujemy statystyke,
ktora bazuje na calce oznaczonej przez (2), do ktorej podstawiamy odpo-
wiednie estymatory funkcji charakterystycznych i mnozymy przez liczebnosé
proby. Otrzymujemy:

(3) Tywi=N / 05 (a)(5) — exp(—3) S

Interesuje nas test (pra ostronny. Dla podanej wyzej konstrukeji odrzucamy
hipoteze zerowa Hy " dla duzych wartosci statystyki T, ,,.

12



3.3 Postaé statystyki 77 ;

Pokazemy teraz, ze dla n = m = 1 istnieje do$¢ prosta postaé¢ statystyki
Ty, ktora mozemy obliczy¢. Reprezentacje statystyki w tym konkretnym
wypadku otrzymujemy wykonujac catkowanie z (3). Zakltadamy, ze znorma-
lizowane préby sa dane przez dwa niezalezne wektory:

T U1
~ i) . ~ Yo
X. — 7 Y et

Ty YN

W tym wypadku hipoteza przyjmuje forme:

Hél’l) : Elementy XiY maja rozktad normalny
Vs.
Hfl’l) : Hél’l) nie jest prawdziwa.

Uwaga 3.3.1 Podkreslamy, ze nie testujemy tutaj dwuwymiarowego rozktadu
normalnego wektorow losowych (X,Y), ale testujemy normalnosé X 1Y, po-
niewaz zaktadamy niezaleznosé ich rozktadow brzegowych.

Dostajemy nastepujaca reprezentacje statystyki 77, w zakresie funkcji spe-
cjalnych.

Propozycja 3.3.2 (Statystyka testowa dla n =m = 1)

N N
1 — — — _ 1 2 ~
TI’IZQWN[_N‘L Z J(\/(xn—xk)2+(yj_yl)2>—e 2_]\72 Z J( x%+§}2
n,j,k,l=1 n,j=1

gdzie J to funkcja Bessela pierwszego rodzaju opisana w 2.1.

DOWOD
Dla a,b € R obliczamy

W(a,b) = |Pg(a)Pg(b) — exp(—1)[?
= Oz (a) Py (b)Px(a)Pg(b) — Pgla)Pg(b)exp(—3)
— Dx(a)Pg(b) exp(—1) + exp(~1)

N N
= % > exp (ia(Z, — Tk) +10(y; — i) — # > exp (iax,, + iby;) exp(—%)
n,j,k,l=1 n,j

N
— Z exp ( — iaZ, — 1by;) exp(—3) + exp(—1).

n,j=1

13



Jesli uzyjemy zmiennych biegunowych podstawiajac a = cos(a) i
b = sin(«a) otrzymujemy

N

= n’j%_l cos <cos(a)(§n — Zy) +sin(a)(y; — gl)
— %2 fj cos (cos(a)fn + sin(&)ﬂj> exp(—y3) 4 exp(—1).

Biorgc pod uwage, ze catkowanie po Sy jest liniowe wzdtuz okregu o srodku
w punkcie (0,0) i promieniu réownym 1, proponowana przez nas statystyka
testowa wyglada tak:

27

Tiq _N/|c1> —exp(——)|2d52 N/W cos(a), sin(a))da.

Oznacza to, ze skupiamy sie na obliczeniu catki
2
/COS (cos(a)x + sin(a)y)da, dla z,y € R.
0

Uzywajac liniowych tozsamosci trygonometrycznych i dodajac harmoniczne
sinusoidy i cosinusoidy dostajemy pojedyncza cosinusoide z przesunieciem
fazowym i przeskalowana amplitudg. Wyglada to nastepujaco:

cos(a)x + sin(a)y = /22 + y? cos (a — atan2(y, x)),

gdzie atan2(y, x) jest uogodlnieniem arctan(y/x), ktory obejmuje calty zakres
kotowy. Formalna definicja atan2 nie bedzie nam potrzebna. Dzieki temu
dla z,y € R oraz xy # 0 otrzymujemy

/cos (cos(a)x + sin(a)y)sa = /cos (\/mcos (v — atan2(y, x)))doc

2r—atan2(y,z)

= / cos(ﬁcos(t})dt — 2w J(\/72 1 12).

—atan2(z,y)

Uzywamy tutaj nastepujacej zaleznosci (szerzej opisanej w [2] str.360)

(4) 2mJ(z) = 7exp(izcos(a))da - 7008(2005(@))0[04 - 7cos(zsin(a))da.

14



Nawet dla x = 0 lub y = 0 powyzsza formula jest prawdziwa, poniewaz
wowcezas mozemy wprost uzy¢ rownosci (4). Ostatecznie, uzywajac catkowa-
nia jak wyzej dla kazdego sktadnika wyrazenia W (cos(«), sin(«)), dostajemy
statystyke 71 ;.

O

W nastepnym rozdziale bedziemy wykonywa¢ symulacje dla tak okreslonej
statystyki testowej w przypadku dwoch wektorow jednowymiarowych.

15



Rozdzial 4

Symulacje

4.1 Wartosci krytyczne

Niestety nie jesteSmy w stanie okresli¢ asymptotycznego rozktadu statystyki
T 1. W tej czesci przedstawimy wyniki wykonanych przeze mnie symulacji
pozwalajacych empirycznie przyblizyé¢ wartosci krytyczne tej statystyki. Sy-
mulacje te zostaly wykonane w §rodowisku R. Dla réznych dtugosci wektorow
X 1Y wykonujemy eksperyment Monte Carlo. Obliczamy wartos$é statystyki
T} ; 1000 razy przy prawdziwosci hipotezy zerowej i na tej podstawie wyzna-
czamy kwantyl odpowiedniego rzedu. Jest on szukang przez nas empirycznie
wyznaczong wartoscia krytyczng. Ograniczamy sie do wykonania tych sy-
mulacji tylko dla N = 25 oraz N = 50. Wyniki opisanych symulacji zostaty
przedstawione w tabeli 4.1.

Tablica 4.1: Empiryczne wartosci krytyczne statystyki 77

Wielkosé wektorow X 1Y
Poziom istotnosci N =25 N =50
a=0.1 0.519 0.597
a=0.05 0.714 0.790

Patrzac na te wyniki mozemy zauwazy¢, ze wartodci krytyczne dla tych
samych pozioméw istotnosci sg sobie bliskie nawet dla réznego N. Mozemy na
tej podstawie wywnioskowad, ze statystyka testowa do$é szybko osiaga swoj
asymptotyczny rozklad przy hipotezie zerowej. Zwracamy réwniez uwage na
to, ze mamy stabilng wartosé¢ krytyczna dzieki czemu mozemy kontrolowac
btad I-go rodzaju.
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4.2 Moc testu

Sprawdzimy teraz jaka moc ma test oparty na omawianej przez nas staty-
styce przy réznych hipotezach alternatywnych. Te symulacje rowniez zostaly
wykonane przeze mnie w §rodowisku R. Moce te zostaty obliczone dla dtu-
gosci wektorow X 1Y N = 25 oraz N = 50 na dwoch poziomach istotnosci
a = 0.05 oraz a = 0.1. Do ich wyznaczenia wykorzystujemy oczywiscie od-
powiednie wartosci krytyczne z tabeli 4.1. Wybieramy kilka podstawowych
rozktadow prawdopodobienistwa, dla ktorych sprawdzimy jak sie zachowuje
moc testu przy réznych alternatywach. W tabeli zostaja one oznaczone na-
stepujaco:

e N(p,0) - rozktad normalny o $redniej p i wariancji o2,

e FExp(N) - rozklad wykladniczy o parametrze A,

Poi(\) - rozklad wyktadniczy ze $rednia A,

Unif(a,b) - ciagly rozklad jednostajny na odcinku [a, b],

X2 - rozktad x? z n stopniami swobody,

Gamma(k,0) - rozklad gamma z parametrem ksztaltu k oraz skali 6,
e Beta(a, ) - rozklad beta z parametrami ksztattu o i f.

Wykonujemy symulacje dla r6znych par tych rozktadéw z wybranymi para-
metrami. Wyniki zostaly przedstawione w tabeli 4.2.

Pierwszy rzut oka na tabele 4.2 pozwala nam stwierdzi¢, ze uzyskane przez
nas wyniki zachowuja si¢ poprawnie. Dla wickszej liczby elementow wekto-
row X 1Y moc sie zwieksza. Podobnie jest w przypadku wiekszej wartosci
poziomu istotnosci. Tak wiec przy kazdej alternatywie najwickszg moc otrzy-
mujemy dla przypadku N = 50 oraz o = 0.1.

Wykonane symulacje pozwalaja nam stwierdzi¢, ze proponowany przez nas
test sprawdza sie dobrze tylko w niektorych przypadkach hipotezy alterna-
tywnej. Sa takie pary rozktadéw w alternatywie, ze moc testu jest bardzo
staba. Jako przyktad mozemy podaé¢ pare rozktadu normalnego z jednostaj-
nym: N(0,1), Unif(0,1), normalnego z beta: N(0,1), Beta(3,2), dwoch
jednostajnych: Unif(0,1), Unif(0,1), jednostajnego z beta: Unif(0,1),
Beta(3,2) oraz beta z beta: Beta(3,2), Beta(3,2). Wowczas moc w najlep-
szym wypadku wynosi nie duzo ponad wartosé¢ 0.1. Mozemy na tej podstawie
wysnué wniosek, ze symulowane przez nas moce sg stabsze dla alternatyw
zwiazanych z rozkladem gamma oraz jednostajnym. Widzimy réwniez, ze
sa pary rozkladow na ktoérych ten test dziata bardzo dobrze i moc w tych
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wypadkach jest bardzo bliska wartosci 1. Sa to na przyktad wszystkie pary z
rozktadem Exp(2) jak rowniez te z rozktadem Gamma(3,2).

Obserwujemy zatem, ze omawiany przez nas test dziata bardzo dobrze dla
alternatyw zwiazanych z rozkltadami gamma oraz wykladniczym. Dla ta-
kich hipotez badawczych mozemy spokojnie uzywaé¢ omawianego w tej pracy
testu. Natomiast najstabsze mocy uzyskujemy w wypadku alternatyw zwia-
zanych z rozktadami jednostajnym oraz beta. W tych wypadkach stosowanie
testu o statystyce testowej 77 ; nie jest zalecane. Dla pozostatych par roz-
ktadow wyniki mocy sa Srednie. Oczywiscie dla matych wartosci N sa one
gorsze. Mozemy przypuszczaé, ze gdybysmy rozszerzyli symulacje na przy-
ktad dla N = 100 lub N = 200 to uzyskane przez nas moce bytyby jeszcze
wieksze. Wowczas mogliby$émy stwierdzi¢, ze mozemy uzywac tego testu dla
takich alternatyw, ale tylko dla wiekszych wartosci V.
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Tablica 4.2: Symulacje mocy testu opartego na statystyce 17, przy réznych

alternatywach
Poziom istotnosci: a = 0.05 a=0.1
Alternatywa
rozktad X rozktad Y N=25 |[N=50 | N=25 | N=50
N(0,1) Exp(2) 0.729 0.986 0.859 0.992
N(0,1) Poi(3) 0.156 0.262 0.225 0.355
N(0,1) Unif(0,1) 0.026 0.017 0.064 0.061
N(0,1) X1o 0.259 0.509 0.400 0.628
N(0,1) Gamma(2,1) || 0.496 0.839 0.675 0.934
N(0,1) Beta(3,2) 0.056 0.064 0.110 0.110
Exp(2) Exp(2) 0.962 1.000 0.990 1.000
Exp(2) Poi(3) 0.801 0.988 0.885 0.999
Exp(2) Unif(0,1) 0.739 0.978 0.851 0.997
Exp(2) X1o 0.851 0.994 0.952 1.000
Exp(2) Gamma(2,1) | 0.931 1.000 0.958 1.000
Exp(2) Beta(3,2) 0.736 0.985 0.850 0.994
Poi(3) Poi(3) 0.201 0.460 0.346 0.584
Poi(3) Unif(0,1) 0.077 0.218 0.181 0.332
Poi(3) X3 0.315 0.634 0.471 0.766
Poi(3) Gamma(2,1) || 0.567 0.897 0.718 0.958
Poi(3) Beta(3,2) 0.124 0.252 0.249 0.410
Unif(0,1) Unif(0,1) 0.007 0.003 0.021 0.025
Unif(0,1) Xio 0.242 0.485 0.319 0.637
Unif(0,1) Gamma(2,1) || 0.460 0.843 0.607 0.925
Unif(0,1) Beta(3,2) 0.018 0.032 0.041 0.089
X0 X3 0.434 0.801 0.588 0.889
1o Gamma(2,1) || 0.648 0.963 0.799 0.983
X1o Beta(3,2) 0.260 0.505 0.354 0.663
Gamma(2,1) | Gamma(2,1) || 0.814 0.993 0.891 0.997
Gamma(2,1) | Beta(3,2) 0.476 0.854 0.640 0.927
Beta(3,2) Beta(3,2) 0.035 0.075 0.072 0.168
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Rozdzial 5

Podsumowanie

Niestety statystyka 77 ; ktorg omawiamy w 3.3 jest jedynym przypadkiem,
dla ktorego mozemy przedstawi¢ doktadna forme statystyki 75, . Jest to nie-
mozliwe nawet dla bardzo prostych przypadkow jak 75 ;. Proba rozszerzenia
rozumowania na n > 1 lub m > 1 prowadzi do nieznanych catek. Wyzsze
formy omawianej statystyki mozemy jednak oblicza¢ numerycznie.
Omawiany przez nas w tej pracy test mozna réwniez stosowaé do testowania
standardowej normalnosci. W wypadku jednowymiarowym uzywamy staty-
styki 17,:,. Musimy wowczas zalozy¢, ze rozklad Y jest znany, normalny i
niezalezny z X. Jesli tak nie jest to mozemy tatwo skonstruowac¢ Y speknia-
jacego te warunki. Wéwczas hipotezy testowe maja postac:

H((]I’O) : zmienna losowa X ma rozktad normalny
przeciwko
H 1(1’0) : hipoteza Hél’o) nie jest prawdziwa

W tescie wielowymiarowej normalnosci i niezaleznosci korzystamy z staty-
styki T}, . Podobnie jak w wypadku jednowymiarowym musimy zatozy¢, ze
wektor losowy Y konstruujemy jako niezalezny z X z rozktadu normalnego.
Wymiar tego wektora mozemy okresla¢ arbitralnie. Hipotezy wygladaja wow-
czas nastepujaco:

Hém’o) : wszystkie elementy wektora X sa niezalezne i maja rozktad
normalny
przeciwko
Hfm’o) : hipoteza H(()m’o) nie jest prawdziwa

Hipoteza zerowa tego typu nie jest niczym nowym i zostala oméwiona w [6].
W powyzszej pracy przedstawiliSmy propozycje nowego testu niezaleznosci
i normalnosci. DowiedliSmy jego postaci oraz wyprowadziliémy statystyke
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testowa. Szczegdlowo rozpatrzyliSmy przypadek jednowymiarowy, dla kto-
rego przeprowadzilidmy réwniez symulacje. Wynika z nich, ze test ten ma
stabilna warto$é¢ krytyczna a symulacje mocy potwierdzaja skuteczno$é tego
testu przy wybranych alternatywach.
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