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Wstep

Zatézmy, ze I jest przedziatem postaci [a,b], gdzie a,b € R ia < b, za$ f
jest funkcja klasy C*(I), taka ze (Vn € N)(||f™]|s < nla/é") dla pewnych
liczb dodatnich « i 6. Wtedy f jest funkcjg analityczng w otoczeniu kazde-
go punktu przedziatu I i w konsekwencji f jest wyznaczona jednoznacznie
przez ciagg swoich pochodnych w ustalonym punkcie. Z drugiej strony ist-
nieja funkcje g1,90 € C*(I), g1 # go, oraz punkt xzy € I, dla ktérych

(n)

(917 (20))nen = (gén) (20))nen. Dla przyktadu, funkcja g : [0,1] — C zdefinio-

wana jako
0 dlax =0
g(z) = g2
e dla x #0

jest nieskoniczenie rézniczkowalna i spetnia (g™ (0)),, = 0, tak samo jak funk-
cja stale rowna zero, oraz g # 0. Powstaje pytanie, czy mozna natozy¢ odpo-
wiedni warunek w terminie ograniczen pochodnych funkcji z C*°(I) i w ten
sposéb zawezi¢ klase C°°(I) do pewnej podklasy V, tak aby funkcje z V' byty
jednoznacznie wyznaczone przez ciggi ich pochodnych w ustalonym punkcie.
Aby sprecyzowac to pytanie, wprowadza sie nastepujace definicje:

Definicja 1. Niech I := [a, b], gdzie a, b sa liczbami rzeczywistymi, takimi
ze a < b, i niech (m,),en bedzie ciggiem liczb dodatnich.

Klasa C{m,} nazywamy przestrzen liniowa tych funkcji f € C*(I), dla
ktorych istniejg liczby dodatnie «, 3, takie ze

™o < @B™m,, dla n=0,1,2,...

Definicja 2. Méwimy, ze klasa C{m,} jest quasi-analityczna, jezeli

(vfeC{m}) ( (f"a)=0 = f=0 )



Postawione wczesniej pytanie mozemy teraz sformulowaé w ten sposéb:
Dla jakich ciagdéw (m,,), klasa C{m,} jest quasi-analityczna? Odpowiedzi
dostarcza ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3. (Denjoy-Carlemana) Niech (m,,), bedzie ciggiem liczb
dodatnich spetniajgcym

(4) (Yn>1) m2 < my_ 1M1

Oznaczmy

n

Qz) = i x—n, q(z) :=sup L dla x> 0.

n=0 Mn neN My
Wowczas nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:
(a) klasa C{m,} nie jest quasi-analityczna,

(b) J5° 22 4y < oo,

(¢) J5* L dr < oo,

(d) S0 ()" < oo,

(e) Soo0, Bn=l < oo,

n=1 m,

Powyzsze twierdzenie, wraz z dowodem, przedstawione jest w ksigzce
[RW]. Elementarny dowdd implikacji (a) = (e) jest podany w pracy [BTh],
a jego uproszczong wersje mozna znalezé w pracy [CPJ].

Uwaga. Dla ciagu (m,,),, liczb dodatnich, warunek 4 nazywamy logarytmicz-
na wypuktodcig. Jedli ciag (B,), € (0,00)Y spetia
(5) lim mY/" = oo

n—oo n

dla m, = B,, to istnieje ciag (B'n). € (0,00)N logarytmicznie wypukty
i taki, ze kazda funkcja z C{B,} nalezy do C{B’,}, przy czym funkcje z
C{B',} sa okreslone na by¢ moze mniejszym odcinku. Do dowodu uzywa sie
nieréwnosci Cartana-Gornego — sformutowanie (ii) w twierdzeniu 1.8.



Bang w pracy [BTh] zaprezentowal réwniez nastepujaca metode, ktora
pozwala ”odzyska¢” funkcje z oszacowaniami quasi-analitycznymi na pod-
stawie ciggu jej pochodnych w ustalonym punkcie:

Niech dany bedzie ciag (my,), liczb dodatnich spetniajacy warunki 4 i 5, i
taki ze C'{m,} jest klasa quasi-analityczng. Niech funkcja f € C°°(I) spelnia

(Fa > 0)(Vn € N) ||f™|]o <

i zalézmy, ze znany jest ciag (™ (a)),.
Dla dowolnej dodatniej liczby naturalnej N oraz k = N, N—1,...,0

oznaczmy
1 m;

J
TN = a—f—g

N>j>k My '
Dla kazdego N > 1 definiujemy rekurencyjnie wielomiany T ;:R—C,
N>k>1:

D2y
TN,N([L') = Z 7f ( : )

P G ZN N,
0<y<N :

Taate) = 3 Dk (ons) iodla k=N-1,N—2,...,1
Nk(m) = Z %,(fﬂ—iUN,k) a k=N-—=1N=2...,1.
0<j<k J:

Niech
Ty = Z TN,k]l[xN,k,xN,kA)'

NZ>k>1

Woéwezas zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6. Dla kazdego j € N,

(7) T](Vj) =% U jednostajnie na przedziale 1.

Uwaga. Dla ustalonego j € N, mozemy napisac zalezno$¢ 7, gdyz dla wystar-
czajaco duzego N funkcja Ty jest j-krotnie rézniczkowalna na przedziale I.

Metody rozwiniete przez Banga pozwolilty mu udowodni¢ nastepujace
twierdzenie, [BTh]:



Twierdzenie 8. Niech (m,,), bedzie ciggiem liczb dodatnich spetniajgcym
warunki 4 i 5, i takim ze C{m,} jest klasq quasi-analitycznq.
Niech funkcja f spelnia

(9) fec=I) oraz (Vn€N) ||| < mp.

Ponadto zaléimy, ze pochodne wszystkich rzedow (wraz z zerowym rzedem)
funkcji f w punkcie a sqg dodatnie. Wowczas pochodne wszystkich rzedow
funkcji f sq dodatnie na catym przedziale I.

Uwaga. W powyzszym twierdzeniu warunek 9 mozna zamieni¢ na " f €
C{m,}".

Uwaga. Funkcja f z wlasnosciami jak w tezie twierdzenia 8 jest analityczna.
Jest to tres¢ twierdzenia Bernsteina. Wynika stad, ze mozna tak zadac ciag
a,, ze nie istnieje funkcja nalezaca do jakiejkolwiek klasy quasi-analitycznej,
taka ze f((0) = a,. Z drugiej strony zadanie konstrukcji funkcji gtadkiej,
takiej ze ™ (0) = a,, ma dla kazdego ciggu a, rozwigzanie w klasie funkcji
o nos$niku zwartym (twierdzenie Borela, [HL]).

[lo$ciowe oszacowanie w konstrukeji Borela dla klas Gevrey rozpatrywat G.

Goral w [GG].

Przedstawie teraz pewna konstrukcje niezerowej funkeji f € C{m,} spel-
niajacej (f™(a)), = 0. Jest to jeden z mozliwych dowodéw implikacji (e) =
(a) w twierdzeniu 3. Pochodzi z pracy [GG]|, w ktorej jest podane rozwia-
zanie zmodyfikowanego zadania z ksiazki [RW] (rozdziat 19. ”Holomorficzne
transformacje Fouriera”, podrozdzial ” Cwiczenia”, zadanie 10.).

Oznaczmy dy := 1 oraz d,, := m,_1/m, dlan > 1.
Wtedy d := 32, d,, < oc.
Niech 1y bedzie funkcja klasy C°(R), o no$niku zawartym w przedziale
[—1,1] i taka, ze 1y > 0 oraz [p ¢y = 1.
Dla n > 1 przyjmijmy ¢,(2) := ;-¢o(F), = € R. Wtedy dla n > 0 mamy
Yy € COO(R)v Supp(¢n> C [_dna dn] oraz [gp ¥, = 1.
Dlan > 0 zdefiniujmy h,, := thoxtb*. . .x1),. Wtedy h,, € C*°(R), supp(h,) C
(= X0 0 dj, Xigd;] € [—d,d] oraz [ph, = 1.
Mozna pokazaé, ze ciag (hy,), spelnia warunek Cauchy’ego w normie supre-
mum, a zatem ma granice h w tej normie.
Funkcja A ma zwarty nosnik:

supp(h) C [—d, d];
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oraz jest gladka:

h®) = lim hg“) W normie supremumn.

n—o0

Dla k € Nin > k szacujemy

175 oo = [0 * (1 % o % ) 5 (P - 5 ) [foo <
o (1 % - P )lloo - Hlthhn - % 1 <

<
< ldholloo - (10 % i fla <
k k

1
< Wolleo - TT 5111 = [lolloo - TT(-11611) = [[2ollocrml[¢5]]1

j=1 j=1 %

Stad [|h®[o < [lollsol 2] [Fms-

Dalej,
d
/h:/(h—hn)Jrl o
R ~d
co implikuje h # 0.
Okredlmy teraz ¢(z) := 2L (x —a) —d oraz

f(z):=h(o(x)) dla xel.

Mamy f®(z) = (ZL)*h®) (p(2)).

b—a
Otrzymujemy wiec, ze f jest zadang funkcja.

Niech m,, := n", gdzie v jest ustalona liczba wieksza od 1. Klasa C{m,, }

nosi nazwe klasy Gevrey. W dalszej czesci pracy zaprezentujemy inna niz

przedstawione powyzej konstrukcje niezerowej funkcji z C{m,}. Funkcja ta
bedzie okreslona na R, analityczna na (0,00) i zerowa na (—oo,0]. Naszym
gtownym wynikiem jest Twierdzenie 2.17.



Rozdziat 1

Podstawowe fakty

W tym rozdziale przedstawimy podstawowe definicje i fakty (bez podawania
dowodéw), z ktorych korzystamy w pozostalej czesci pracy.

Przyjmujemy konwencje 0 € N oraz 0° = 1.
Dla z € C, r € (0,00) przyjmijmy oznaczenia:

D(z,r) ={weC: |w—z| <r},
D(z,r):={weC: |w—z <r}.
Oznaczmy réwniez H := {z € C: Im(z) > 0}.

Definicja 1.1. Niech 2 bedzie otwartym podzbiorem C. Funkcje z 2 w C
nazywamy holomorficzng, gdy jest ona rézniczkowalna w sensie zespolonym
w kazdym punkcie zbioru €2.

Fakt 1.2. Zalézimy, ze Q2 C C jest otwarty, zas f : 2 — C jest holomorficzna.
Wtedy

(i) [ jest nieskoticzenie rézniczkowalna w sensie zespolonym;

(i1) jesli D(z,r) C €, to dla kazdego w € D(z,r) mamy

n=0

Twierdzenie 1.3. (zasada maksimum) Zaléimy, ze Q jest otwartym i
spéinym podzbiorem C,  f : Q — C jest funkcjg holomorficzng oraz D(z,1) C
Q. Wowczas

< it
FE) < e £z + e

przy czym rownosé zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy f jest funkcjq stalq.
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Whniosek 1.4. Zalozimy, zZe Q) jest niepustym, otwartym i spojnym podzbio-
rem C. Dla funkcji holomorficznej f : Q — C nastepujgce warunki sq rowno-
wazne:

(a) funkcja |f| osiaga maksimum;
(b) funkcja f jest stala.

Twierdzenie 1.5. (nieréwno$ci Cauchy’ego) Niech f : D(z,r) — C
bedzie funkcjg holomorficzng, ktorej modul jest ograniczony z gory przez liczbe
M > 0. Wowczas

n!M

7~n

f™ ()] <
dla kazdej liczby naturalnej n > 1.

Definicja 1.6. Niech (B),),en bedzie ciagiem liczb dodatnich. Méwimy, ze
(B,)n jest logarytmicznie wypukty, gdy (log B,,),, jest ciagiem wypuktym,
tzn. dla dowolnych j, k,l € N, takich ze j <[ oraz j < k < [, zachodzi

l—k k—7
logBk<l710gBj+l jlogBl.
—J

Fakt 1.7. Dla ciggu (B,,), liczb dodatnich nastepujgce warunki sq réwno-
wazne:

(a) (By)n jest logarytmicznie wypukly;

(b) dla dowolnych j, k1l € N, j<I, < k <, zachodzi

<.

(¢) dla dowolnego n € N, n > 1, zachodzi

BQ < Bn—an+1-

n

Ponizsze twierdzenie pochodzi z pracy [GA].

Twierdzenie 1.8. Niech I := [a,b], gdzie a,b € R ia < b, oraz niech f bedzie
funkcjq n-krotnie réiniczkowalng na przedziale I, takg Ze | f| < My, |f™| <
M,. Oznaczmy M| := max{M,, Myn!(b—a)™"}. Wowczas dla 0 < k <n
mamy

(i) 1f P ()] < 4™ (R)F(Mo)'~ (M)

k
n

dla kazdego x € I;

9



k
n dla x = “tb,

(ii) | f® ()] < 16(2e)" (Mo)' =+ (M) >

Jesli zastapimy przedzial I ktorymkolwiek z przedziatéw (0, 00), (—o00,00),
kladgc wtedy M) := M, wéwczas zachodzi (i), a ponadto w przypadku prze-
dziatu (—o0,00) dla kazdego x € (—o0,00) zachodzi nieréwnosé w (ii).

Twierdzenie 1.9. (nieréwnosé Bernoulliego) Niech n € N, n > 1,
i niech xp, k=1,2,...,n, bedqg liczbami rzeczywistymsi, takimi Ze
(VE)(—1<zr<0) lub (Vk)(0<zy). Wowczas

(I+az)(I+a) - 14+x,) > 1+x1 224+ ...+ 2.

Twierdzenie 1.10. (Lagrange’a o wartosci $redniej) Zatéimy, ze a,b €
R, a < b oraz f jest funkcjq ciggla na przedziale [a,b] i réZniczkowalng w
(a,b). Wtedy

f(0) = f(a) = f(c)(b—a)

dla pewnego ¢ € (a,b).

Twierdzenie 1.11. (Lebesgue’a o zbiezZnosci zmajoryzowanej) Niech
X bedzie przestrzeniq mierzalng, zas p — miarg dodatnig na X. Zatézimy,
ze (fn)n=123.. jest takim ciggiem zespolonych funkcji mierzalnych na X, Ze
granica

f@) = Jim fu(a)
istnieje dla kazdego x € X. Jezeli istnieje funkcja g € L'(p) taka, Ze

[fo(@)] <glz)  (n=1,23,...; reX),
to [ € L'(p),
Jim [ 1, = fldp =0
X
oraz

Jim [ fuap= [ fap.
X X

Dowdd powyzszego twierdzenia mozna znalezé w [RW].

10



Definicja 1.12. Jadrem Poissona na goérnej poélplaszczyznie nazy-
wamy rodzine {P,: y > 0} funkcji P, : R — (0, 00) okreslonych wzorem

Iy
P(l’) ::;y2+x2.

Definicja 1.13. Zalézmy, ze  jest otwartym podzbiorem C (ktéry mozemy
utozsamié¢ z podzbiorem plaszczyzny R?) oraz f jest funkcja z Q w C majaca

32 62
pochodne aT:J;’ aTJ;'

Funkcje f nazywamy harmonicznag, jezeli f jest ciagla oraz % + giyéc = 0.

Fakt 1.14. Niech ) bedzie otwartym podzbiorem C, za$ f : Q0 — C funkcjg
holomorficzng. Wtedy kazda z funkcji f, Re(f), Im(f) jest harmoniczna.

11



Rozdzial 2
Gloéwny wynik

W tym rozdziale zaprezentujemy konstrukcje funkeji klasy Gevrey z dodat-
kowymi wlasnosciami opisanymi we wstepie. Ostateczng definicje tej funkcji
podajemy w dowodzie twierdzenia 2.17. Wiem z rozmowy z promotorem, ze
nasze podejscie nie jest nowe, nie znamy jednak zadnej referencji z napisa-
nym kompletnym dowodem.

Lemat 2.1. Niech (B,,), bedzie ciggiem liczb dodatnich. Niech f bedzie funk-
cjq¢ holomorficzng w zbiorze H oraz takq, Ze dla pewnej statej C' > 0 zachodzi

(2.2) (Vne N)(Vz € H) |f(2)| < CB,|z|".
Wowczas dla k € N, y € (0,00) mamy oszacowanie

¥ (iy)| < C2*k!By.

Dowdd. Wezmy dowolne k € N, y € (0, 00).
Mamy D(iy,y) C H oraz dla z € D(iy,y) mamy

2| < |z —dy| + |iy| < 2y,
|f(2)| < CByl2|" < CBi(2y)".

Stosujac dla k-tej pochodnej nier6wno$é Cauchy’ego (ktéra jest spelniona
réwniez w przypadku k = 0) otrzymujemy

k!CBi(2y)*
9 ay)] < Oy’jfy) B,

12



Lemat 2.3. Zaldzmy, ze Q jest otwartym, spéjnym, niepustym i ograniczo-
nym podzbiorem C. Niech g bedzie funkcjg z Q0 w C, takq ze lg| jest ciggla na
zbiorze Q) oraz g jest holomorficzna w Q. Wtedy dla kazdego z € Q2 mamy

< .
l9(2)] < max [g(w)]

Dowdd. Zalézmy nie wprost, ze |g(z1)| > maxy,ean |g(w)| dla pewnego z; € Q.
Q jest zbiorem zwartym, wiec funkcja |g| osiaga maksimum w pewnym punk-
cie zy. Z nieréwnosci |g(z2)| = |g(z1)| > maxy,eaq |g(w)| wynika, ze zo € €.
Na podstawie wniosku 1.4, funkcja ¢ jest na zbiorze Q) stale réwna g(zs).
To za$ implikuje, ze |g| jest na zbiorze Q stale réwna |g(z)|, co przeczy
nieréwnosci |g(z2)| > maxyegq [g(w)]. O

Lemat 2.4. Niech (B,,), bedzie ciggiem liczb dodatnich. Niech f bedzie funk-
cjg holomorficzng i ograniczong w zbiorze H, takq Ze | f| jest ciggla na brzegu
oraz dla pewnej statej C' > 0 zachodz

(Vn € N)(Vz € R) |f(z)] < CB,lz|™.

Wowczas spetniony jest warunek 2.2.

Dowdd. Jedli funkcja f jest stale réwna zero na zbiorze H, to teza jest oczy-
wista. Zalézmy wiec, ze || f|l = sup,cz | f(2)] > 0.

Dla dowolnego ¢ > 0 okreslmy funkcje g. : H — C wzorem

_ [
9e(2) = i+ez
Zdefiniujmy réwniez pétkole Q. := H N D(0, ggg’z)
Wezmy dowolne z € H \ Q.. Mamy |z| > % lub z € R.

Jedli |z| > %, to

1l 11fllo
< < < OCB,.
l9:(2)] < litez| S e SO0
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Jesli za$ z € R, to z zalozenia |f(z)| < CBy oraz

CBy

< ——— < CB,.
T i+ ez 0

19:(2)]
Zatem |g.| < CBy na zbiorze H \ Q.. Stosujac lemat 2.3 do €2, oraz g,
otrzymujemy, ze |g| < C'By takze na zbiorze €)..
Stad dla dowolnych z€ H i >0 mamy

1/ (2)]

li+ez| =0
i biorgc ¢ — 0 dostajemy

|f(2)] < CBo.

Ustalmy teraz dowolne naturalne n > 1.
Dla dowolnego & > 0 okreslmy funkcje g, . : H — C jako

e
gne(2) = (z +ie)"

Niech Q,, := H N D(0, {/Ll=).
Wezmy dowolne z € H \ Q,.
Jesli |z| > ¢ %, to

oo < M Wl o

Cla et T

Jesli za$ z € R, to z zalozenia |f(z)| < CB,|z|" < CB,|z + ic|", a stad
|gne(2)] < CB,.

Zatem |g, .| < C'B,, na zbiorze H \ Q,. Korzystajac z lematu 2.3, dostajemy
|gn.e| < CB,, na zbiorze (,,.
Stad dla dowolnych z€ H i >0 mamy

G o

|z +dg|n

i biorgc € — 07 uzyskujemy

14



Definicja 2.5. Dla dowolnego v € (0, 00) zdefiniujmy ciag (A, )nen = (Ayn)nen
wzorem
A, =n",

Lemat 2.6. Dla kazdego v € (0,00) cigg (Ay)n jest logarytmicznie wypukly.

Dowéd. Pokazemy, ze A% < A, 1A, dla kazdegon € N, n > 1.
Dla n = 1 mamy
A2 =1<1-4 =4, 14,41

Dla n > 2, korzystajac z nieréwnosci Bernoulliego, otrzymujemy
Az (n7m)? B (n - 1>v n® \"
Ay Apn (n=100 (4 1)) Ay 1) \n2-1)
() (0-5)) <(G) (on)
[ — — n— =
n+1 n? S\n+1 n?
n—1\" n \7 n \"
G1) G5) =) <0
n+1 n—1 n+1

Lemat 2.7. Niech v € (0,00) bedzie ustalone. Nastepujgce warunki sq réw-
nowazne:

(a) funkcja x — min,ey(log A, + nlog|z|) nalezy do L'(R),

(b) v € (1,00).

Dowdd. Zdefiniujmy funkcje ug : R — [—00, 00),

(2) —00 dla z = 0,
up(x) =
’ min,en(log A, +nlog|z|) dlaz #0.

Mamy do pokazania, ze ug € L'(R) < v € (1,00). Pokazemy wigcej, bo to
nam sie przyda w dowodzie nastepnego lematu.
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Dla dowolnego ¢ € (0, 00) niech g. : [0,00) — R,

0 dlat =0,
ge(t) :=
vtlogt +tloge dlat > 0.

Funkcja g. jest ciagta.
Dla t € (0, 00) mamy

g.(t) =v(logt + 1) +logc,

gty =0 <= t=e'lc
Oznaczmy t, ;= e L™,
Mamy ¢.(t) <0 dla t e (0,t.) i g.(t) >0 dla t e (t.00).

Zatem g. jest malejaca na [0, . i rosnaca na [t., 00).
Niech M, M : (0,00) — R,

M (c) := min g.(n), M(c) :== min g.(t).

neN t€[0,00)

Dla kazdego ¢ > 0 mamy

M(c) = ge(te) = ytelogte + teloge = te(y(logte + 1) +loge — ) =
=to(gh(te) =) = e (0 =) = —ye e

oraz M(c) < ge(0) = 0. Ponadto dla t > 0 mamy g,(t)=0 < t=c¢ "
Dalej, jesli ¢ > 1, to
<1 <2<3< ...

oraz
0<9:(1) <g.(2) <g:03) < ...

a stad M(c) = 0.

Udowodnimy teraz, ze funkcja M jest ciagta, poprzez pokazanie jej cia-
glosci na zbiorze (a, 00) dla kazdego a > 0.
Dla dowolnego ¢ > a mamy t. < t, < [t,| =: N,, a wiec minimum funkcji
g. na zbiorze liczb naturalnych jest osiagniete dla pewnego n < N,. Zatem
M(c) = Milly,e(0,1,...,N, } ge(n).
Stad funkcja M jest ciagta na zbiorze (a, 00) jako minimum skoriczenie wielu
funkcji ciaglych ¢ — g.(n).
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Dalej, poniewaz funkcja M zeruje sie na zbiorze [1, 00), wiec jej catkowal-
nos¢ jest réwnowazna catkowalnosci na przedziale (0, 1
Z uwagi na réwnosé¢ lim. g+ t. = oo, istnieje d € (0,1
0<c<d. N
Mamy —vye 'e™ = M(c) < M(c) <0, ce (0,00), zatem:

).
)

, takie ze t, > 2 dla

(i) funkcja M jest catlkowalna na przedziale (0, 1) wtedy i tylko wtedy, gdy
jest catkowalna na przedziale (0, d);

(i) M jest catkowalna na (0,d) wtedy i tylko wtedy, gdy v € (1, 00).

Jesli pokazemy, ze (implikacja w jedng strong jest oczywista z nieréwnosci
M<M<0)

d d
/]]\7|<oo — /\M|<oo,
0 0

to dostaniemy, ze M € L'(0,00) < ~€(1,00).

Wystarczy pokazaé, ze de(M—M) < 00.
Wezmy dowolne ¢ € (0, d) oraz dowolne s, takie ze 0 < |s — t.| < 1.
Stosujac dwukrotnie twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej, dla pewnego
r spomiedzy s i t. oraz pewnego u spomiedzy r i t. mamy

1
196(8) = gelte)l < 19e(r)] = 19e(r) = gelte)| < Mgz ()l =7 < 77—

1 1 —1
< fytc —1, = 275 = 2vec’ .

Mamy M (c) = g.(|t.]) lub M(c) = g.([t.]), zatem korzystajac z ostatnich
obliczen dostajemy

(2.8) M(c) — M(c) < 2ved .
Stad

/d (M(C> - M(C)) de < 276/61071(10 < oo.

Wréémy teraz do funkcji ug. Zauwazmy, ze ug(z) = M(|z|) dlaxz € R\{0}.
Zatem

(1) wo jest ciagla na zbiorze R\ {0},

(i) up <0,
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(ili) wo(x) =0 dla |z| > 1,

(iv) e LY(R) & v€(1,00).

Lemat 2.9. Niech v > 1 bedzie ustalone. Istnieje funkcja u okreslona na H,
taka ze

(i) u jest harmoniczna w H;
(11) u jest ciggla na R\ {0};
(111) u(x) < log A, + nlog|z| dla wszystkich x € R\ {0} orazn € N;

() funkcja f := "t spelnia zatoZenia lematu 2.4, gdzie u+1iv jest funkcjq
holomorficzng w H.

Stad wynika, ze klasa C{n!A,} nie jest quasi-analityczna.

Dowdd. Niech ug bedzie funkcjg zdefiniowang w dowodzie lematu 2.7.
Korzystajac z calkowalnosci funkcji uy oraz z nieréwnosci —— < —1 )
dla z € H, t € R, mozemy okresli¢ funkcje 7: H — C,

)= [ Ly

mz—1t1

Funkcja 7 jest holomorficzna. Rzeczywiscie, dla z € H oraz h € C, takiego
ze 0<|h—z| < 3Im(z), mamy Im(z+h) > ;Im(z) oraz

‘ 1 (z 1 i1 >’ B
h\rmz+h—t wz—-t)|
a wiec (korzystajac z definicji Heinego granicy funkcji) z twierdzenia Lebes-
gue’a o zbieznosci zmajoryzowanej dostajemy

h _R/h(w z—l—h—t_7rZ—t)uo(t)dt_> uo(t)dt.

t e R,

T (z+h—t)(z—1)]

i -1 ' 2
<

mIm(z)?’

Dla z € H, z:=Re(z), y:=Im(z), mamy

1 (2 —1 (z —1
i _ i(z—1) _ iz —1t)+y teR:
Tz—t 7lz—t? 7w((x—1)?%+y?)

18



- / R<7r )l = [ it =

(T — t)ug(t)dt = P, x ug ().

%\

Okreslmy funkcje u : H — [—00, 00) wzorem

uo(x) dlazeR, y=0,
P,xuy (x) dlazeR, y>0.

u(z +iy) = {

Na podstawie faktu 1.14 funkcja v jest harmoniczna w H.
Zauwazmy, ze z niedodatniosci funkcji ug otrzymujemy niedodatnio$é funk-

cji u.
Pokazemy teraz, ze u jest ciggta na R\ {0} oraz ze lim, ou(z) = —o0.
Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnego y > 0 mamy
1 1 1
/P )z = fifdx:/f _dt =1
T4 ( ) Y ml+4+1

oraz dla dowolnego 1 > 0 mamy

1 1 1 1 1 .
/Py(x)dx: : e Cdr= / S =}
T x
ja[>n oo "L ()Y

Dalej, korzystajac z nieréwnosci 2.8 dostajemy

ug(w) = M(|z|) < M(Jz]) + 2vela]™" = —ye 2|7 + 29efa]” =2 —o0.

W szezegélnosci, [Jugl|ly > 0.
WeZzmy dowolne 2o € R\ {0} i & > 0. Istnieje d; € (0, |zo|), taka ze

(VmGR)<|x—x0|<(51 — |u0(m)—u0(m0)|<§>.

Istnieje & € (0, § ”ﬁilo/ff), taka ze

(>0 y<sh — Julw)l [ Ptdt<s
[t|>61/2

Niech § := min{%,d,}. Wezmy dowolne 2 € H, takie Ze |z — x| < 6,1
oznaczmy z:= Re(2), y:=1Im(z). Wtedy |z — 20| < &, y < .
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Wystarczy sprawdzi¢ przypadek z € H. Mamy y > 0 oraz

[u(2) —u(zo)| = [uo * Py (x) — uo(zo)| = /(uo(:v—t)—uo(:l:o)) Py(t)dt| <
R
< [ luole=t—uo(eo) BBt + [ fuola—t)—uo(ao)| Py(t)dt <
|t‘<51/2 ‘t|>51/2
5 Ly
<5 | BO@t [ o) -t [ ()| B <
It|<61/2 It|=61/2 It]>61/2
£ 1 52 £
<z+-es —1)|dt 4 = <
|t|>61/2
2 2
<y w2 e

3 7(01/2)? 3 3
WezZmy teraz dowolne K < 0. Istnieje d; > 0, taka ze
VMreR)(0<|z|<d = w(x)<2K).

Istnieje 05 > 0, taka ze

1
Vy>0)| y<d = / Py ()t < 5
[t]>61/2
Niech § := min{%,d}. Wezmy dowolne z € H, 0 < |z| < 4, i niech

z:=Re(z), y:=Im(z). Wtedy |z| <L, y<d.

Wystarczy sprawdzi¢ przypadek z € H. Mamy y > 0 oraz

u@) =Py (1) = [ w@— B bdt+ [ ule— )Rt <
[t|<d1/2 [t|>61/2

1
< 2K / Pyt < 2K - 5 = K.

It|<61/2

Poniewaz u[gr= 1o, wiec dla dowolnych n € Niz € R\ {0} mamy

u(z) < log A, + nlog |z|.
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Definiujemy funkcje v: H — R, f:H — C nastepujaco:
o(2) = Im(7(z)) dlazeH,
0 dla z € R;
f =" (przyjmujac, ze e > = 0).

Funkcja u + v jest holomorficzna w H.
Funkcja f spelnia |f| = €*; dla dowolnych n € N iz € R mamy

|[f(@)] < Anlz]".

Ponadto |f| jest ciagla na zbiorze R, f jest holomorficzna w H oraz |f| <
eV =1.

Stad f spelnia zatozenia lematu 2.4 (dla (B,),:=(A4,), 1 C:=1). Zatem,
korzystajac z lematu 2.1, dla k € N i y > 0 mamy

|F 8 (i) | < 28k A

Podobna metoda, jaka zostala uzyta w dowodzie lematu 2.1, mozna wykazac,
zedlake N i y>0,

< k! - Ak+2(2y)k+2

|f ¥ (iy)| < " = k1A 92722

Pokazemy teraz, ze klasa C'{n!A,} nie jest quasi-analityczna.

Niech I :=[0,1] oraz F': I — C, F(0):=0, F(t):= f(it) dlat € (0,1].
Funkcja F nie jest tozsamogciowo réwna zero: F(1) = f(i) = ™ #£ 0.

Udowodnimy przez indukcje, ze dla kazdego n € N

(2.10) F™(t) istnieje i jest réwna " f™(it) dla t € (0, 1].

Dla n=0 2.10 wynika z definicji funkcji F.
Dla n>0 spetniajacego 2.10 mamy
FO(t +h) — F™ (1) f (it +ih) — £ (it)

: _ gnt+ly; _ snt+l p(n+l) s
i h e ih ).

Stad Fl 1€ C*>(0,1] oraz |[F™(t)|=|f™(it)| <2"nlA,, t€(0,1], neN.
Teraz pokazemy przez indukcje, ze dla kazdego n € N

(2.11) F™(0) istnicje i jest réwna 0.
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Dla n=0 2.11 wynika z definicji F.

Dla n>0 speliajacego 2.11 mamy

FM(h) — F™(0)
h

| = K YF™ (R = A=Y f™(ih)| < nlA,,.2""2h =% 0.

Otrzymali$my zatem, ze F € C{n!A,} oraz (F™(0)), = 0. O

Definicja 2.12. Dla dowolnego peN, p>2, zdefiniujmy stozek I'=1I", jako

I= {(:c,y)eH: 2| < (thD y}

Lemat 2.13. (odpowiednik lematu 2.1 dla stozka T)

Niech peN, p>2, bedzie ustalone.

Zalozmy, Ze (By), jest ciggiem liczb dodatnich, logarytmicznie wypuklym oraz
spetniajgcym By = 1.

Zatozmy, ze g : I' — C jest funkcjg holomorficzng, takq Ze dla pewnego
C > 0 zachodzi

(VneN)(Vzel) |g(2)] < CBylz|™.

Niech f3, := (1 +sing;)/(sin ;).
Wiedy
(Vk e N)(Vy > 0)  |g®(iy)| < CBFEIB,P.

Dowdd. Ustalmy dowolne y > 0.
Dla k£ = 0 mamy z zalozen

19% (iy)| = |g(iy)| < CBoliy|"? = C = CB, kI B,'/”.

Dla dowolnego k € N, k > 1, oznaczmy m::%7 m:=|m|, m:=m+1.
Zauwazmy, ze

2.14 D= rdGt0. 50 (o)< =\
.14 fretso s 0.0 < 2

Niech r,, oznacza najwieksza liczbe dodatnia r, taka ze D(iy,r) CI'. Wtedy
7y jest odlegloécia punktu iy od prostej {tie'™ ). t € R}, a wiec r,, =
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ysin Q’T—p.
Wezmy dowolne z € D(iy, rp,). Mamy

. . T
12| <iy| + |z —dy| <y+rpy =y(l+sin—) = R,,,

2p

zatem
|9(2)| < CByy|z|™ < CByR,,™,
l9(2)| < CBgml|z|™ < CBmR,,™.

Poniewaz (m —m) + (m —m) = 1, wigc z powyzszych nier6wnosci otrzy-
mujemy
l9(2)] < (OBme,ymp)m_m ' (CBﬁRp,ymp)m_m =
_ CBmm—mBmm—me’ypm(—m—I—ﬁ) _
=CB, ™Bz""™R, "
Pokazemy, ze B,, < B™* Bo<B,™* awtedy otrzymamy
19(2)] < CBkmﬂv(ﬁ—m)Bkﬁ/k-(m—m)pbp’yk —
_ CBk(mmfmermmfmm)/kRp?yk _
— CBk(—erﬁ)m/(pm)Rp’yk —
= CBy''"R,,*.

Jesli k22, to ngg 5
Jedli zad k=1, to m=|m|+1= ] +1=
W obu przypadkach dostajemy m <m <k, zatem dla j € {m, m} mamy

[SIES
I
T
(Bl
N
o

L
N
=
@D
=
3
VAN
3
_|_
—_
N
o

Dalej, z nieréwnosci Cauchy’ego dla k-tej pochodnej otrzymujemy

19%¥ (iy)| <

B CB PRy, (RM
k

k
) k'B,\P = OB kBN

Tpy Tpy
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Whniosek 2.15. (z dowodu) Dla k€N i y>0 zachodzi réwniez

k! CByio" /PR, 2

k
Tpy

l9®(iy)| < = kICBiy2""0," Ry,,*.

Lemat 2.16. Niech v > 1 oraz p € N, p > 2, bedq ustalone.
Istnieje funkcja holomorficzna f,: 1" — C, taka ze

(Vn e N)(Vz € T)  |fi(2)] < An|2|™.

Ponadto klasa C{n!ALP} nie jest quasi-analityczna.

Dowéd. Niech f: H — C bedzie funkcja zdefiniowang w dowodzie lematu
2.9.

Na podstawie réwnosci 2.14 mozemy okresli¢ wzajemnie jednoznaczna funk-
cje ¢:I'— H, ¢(z):=i(3).

Okreslmy funkcje holomorficzna f;: I' — C, fi(z) := f(o(2)).

Dla dowolnych n € N i z € I' mamy

|[1(2)] = [fE(E)P)] < Apli(2)P[" = Ay |2]™.

Otrzymujemy, ze ciag (A,), ifunkcja fi spelniaja zatozenia lematu 2.13
ze stala C réwna 1, zatem — korzystajac z tezy tego lematu oraz z wniosku
2.15 — dla dowolnych £ € N i y > 0 mamy

P (iy)| < BERIAP

oraz T
k)/- 1 .
\ﬁkwﬂ<MM@@u+w5?@?

Mozna wiec pokazaé¢ podobnie jak w dowodzie lematu 2.9, ze funkcja
Fy :]0,1] — C, zdefiniowana jako Fi(0):=0, Fi(t):= fi(it) dla t € (0,1],
nalezy do klasy C{n!AY?} i spemia (F\™(0)), = 0. Ponadto Fy(1) = f,(i) =
f(i) # 0, wiec Fj nie jest tozsamosciowo réwna zero. Stad wnioskujemy, ze
klasa C{n!Al/P} nie jest quasi-analityczna. O

Twierdzenie 2.17. Niech 7 > 1. Istnieje wtedy niezerowa funkcja G klasy
C{n"} okreslona na R, analityczna w otoczeniu kazdego xo > 0 i spelniajgca

G(x) =0 dla = <0.
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Dowéd. Wybierzmy liczbe naturalng p > 2, taka ze p(y—1) > 1, i niech

v:=p(F-1).
Podobnie, jak w dowodzie lematu 2.16 zdefiniowali$émy niezerowg funkcje F}
za pomocy funkcji fi, okreslmy teraz niezerowa funkcje G : R — C wzorem

la z <0,
Gla) = 0 | dla z <0
fi(iz) dlax > 0.

Funkcja G jest gladka i (z uwagi na nieréwnosé n! <n™) spekia oszacowania
na n-te pochodne, n€N :

1 1 -~
|G™|o < BEnlAYP = Binln»™™ < Bin"nd"" = Bin ™,

Analitycznos¢ funkcji G w otoczeniu kazdego punktu zy > 0 wynika z tego,
ze G[(0,00) Jest obcigciem funkeji holomorficznej

i 3 2z — fi(iz).
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