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1 Wstep

Tematem ponizszej pracy sa wybrane zagadnienia nieskonczonej teorii Galois, ktore
oméwimy w dalszej czesci wprowadzenia. Do rozwazan dotyczacych nieskonczonych
rozszerzen niezbedne beda podstawowe wiadomosci z zakresu grup proskonczonych,
ktore wprowadzimy w rozdziale 2. W rozdziale 3 przyblizymy zas podstawowe pojecia
i fakty teorii Galois. W szczeg6lnosci zaprezentowane zostanie twierdzenie mowiace o
topologicznym izomorfizmie miedzy grupa Galois nieskonczonego rozszerzenia Galois,
a pewng grupa proskonczong, ktore bedzie wielokrotnie uzywane w dalszej czesci
pracy, gdzie wylicza¢ bedziemy konkretne przyktady grup Galois dla nieskonczonych
rozszerzen Galois.

W tym momencie warto wspomnie¢ o motywacji do powstania ponizszej pracy.
Przede wszystkim byt nia odwrdocony problem Galois: czy kazda grupa skonczona jest
grupa Galois pewnego rozszerzenia Galois ciata liczb wymiernych? Problem ten jest
otwary, jednak dla niektorych rodzajow grup odpowiedz jest pozytywna. W szcze-
golnosci zaawansowane twierdzenie Shafarevica dostarcza pozytywnej odpowiedzi w
przypadku skoriczonych grup rozwiazalnych [6].



W rozdziatach 4, 5 zajmiemy sie zmodyfikowana wersja w.w. problemu, czyli be-
dziemy rozwazaé, ktére grupy skonczone /proskonczone pojawiaja sie jako grupy Galo-
is danego ciata. W szczegdlnosci pokazemy, w jaki sposodb przedstawione w 5 rozdziale
twierdzenie Waterhausa zastosowane do wolnej grupy proskonczonej o przeliczalnie
wielu generatorach dostarczy ciata, nad ktérym mozna zrealizowaé wszystkie gru-
py skonczone. Z kolei w 4 rozdziale podane zostang konkretne przyktady grup pro-
skonczonych abelowych oraz rozwiazalnych (stopnia 2), ktore sa grupami Galois dla
pewnych rozszerzen Galois m.in ciata Q.

Kolejnym problemem, ktory byl motywacja do powstania ponizszej pracy, jest
zagadnienie istnienia najwiekszego rozszerzenia abelowego oraz rozwigzalnego dla do-
wolnego ciata K. W rozdziale 6 przedstawimy konstrukcje najwiekszego rozszerzenia
abelowego dowolnego ciata K, tj. w szczegdlnosci pokazemy jego istnienie, zas w roz-
dziale 7 dowiedziemy istnienia najwigkszego rozszerzenia prorozwiazalnego.

Ostatni rozdzial po$wiecony zostanie problemowi istnienia najwiekszego rozsze-
rzenia rozwiagzalnego dowolnego ciala K. W wiekszo$ci rozdziat 8 bedzie prezentacja
artykutu [5], w ktérym autor przedstawia sposob realizacji splotu Zy?- - -1Zsy jako gru-
py Galois nad Q. Wiele dowodéw w tej pracy byto pominietych lub przedstawionych
do$é¢ szkicowo. W szcezegolnosci lematy: 8.1., 8.4., 8.11., 8.12., 8.27., wniosek 8.28.,
8.29., uwaga 8.6. oraz dowod twierdzenia 8.13. nie zostaly odnotowane we wspomnia-
nym artykule. Na koniec, po uzasadnieniu, ze dla kazdego n < w, n-krotny splot Zy
jest rozwigzalny stopnia rozwigzalnosci n, otrzymamy rosnacy ciag rozszerzen Q o
stopniach rozwiazalnosci zbiegajacych do nieskonczonosci, co prowadzi do konkretne-
go przyktadu rozszerzenia Galois ciata Q z prorozwigzalna, ale nie rozwiazalng gru-
pa Galois (patrz wniosek 8.29.). Ponadto otrzymamy bardzo istotny wniosek (patrz
wniosek 8.28.) - negatywna odpowiedZ na postawione wcze$niej pytanie o istnienie
najwiekszego rozszerzenia rozwiazalnego. Wniosek ten wynika rowniez natychmiast
ze wspomnianego powyzej tw. Shafarevica. Przedstawiony przez nas argument jest
jednak prostszy i dostarcza konkretnej klasy przyktadow.

2 Grupy proskonczone

W tym rozdziale wprowadzimy kluczowe dla dalszej cze$ci pracy pojecie grupy
proskonczonej. W tym celu przypomnimy definicje oraz podstawowe wtasnosci grupy
topologicznej, a nastepnie zapoznamy czytelnika z pojeciem granicy odwrotnej. Na
koniec przedstawimy twierdzenie bedace charakteryzacja grup proskonczonych, ktore
bedzie istotne w pojawiajacych sie w dalszej czesci rozwazaniach dotyczacych istnie-
nia najwiekszego rozszerzenia prorozwigzalnego.

2.1 Grupy topologiczne

Zaczniemy od wprowadzenia definicji grupy topologicznej. Rozwazmy dowolng
grupe G. Jezeli na G jest okreslona struktura przestrzeni topologicznej w taki sposob,
ze dziatanie grupowe oraz branie elementu odwrotnego sa odwzorowaniami cigglymi,



to mowimy, ze G jest grupg topologiczng.

Uwaga 2.1. Dla dowolnej grupy topologicznej G, bedziemy zaktadac, ze {1} jest do-
mknietym podzbiorem G, czyli G jest przestrzenig T). Wowczas, z cigglosci dziatania
w G, {x} bedzie domkniety dla wszystkich x € G.

Latwo zauwazy¢, ze dowolna grupa G wyposazona w topologie dyskretna jest na-
turalnym przyktadem grupy topologicznej. Ponadto grupa topologiczna jest roéwniez
(R, +) z topologia euklidesowa.

Ponizej sformutujemy podstawowe wtasnosci grup topologicznych, z ktorych ko-
rzysta¢ bedziemy w dalszej czesci pracy.

Lemat 2.2. Niech G bedzie grupg topologiczng.

1. Jezeli H jest otwartq (domknieta) podgrupe G, to dla kazdego g € G warstwy
gH, Hg sq otwarte (domkniete).

2. Kazda otwarta podgrupa G jest domknieta. Kazda domknieta podgrupa G o skon-
czonym indeksie jest otwarta.

3. Jesli G jest zwarta, to kazda otwarta podgrupa G jest skonczonego indeksu.
4. G jest przestrzenig Hausdorffa.
Dowdd. [4] lemat 0.3.1. O

Uwaga 2.3. W dalszej czesci pracy dowolng grupe skonczona G bedziemy rozumieé
jako grupe topologiczng z topologia dyskretna.

2.2 Granice odwrotne

Zanim przejdziemy do definicji granicy odwrotnej, konieczne jest wprowadzenie
pojecia systemu odwrotnego.

Zatozmy, ze I jest zbiorem czedciowo uporzadkowanym przez <. Jesli dodatkowo
(I,<) spelnia, ze dla wszystkich i,j € I, istnieje k € I, taki ze ¢ < k oraz j < k, to
(1, <) nazywamy zbiorem skierowanym.

Definicja 2.4. Systemem odwrotnym przestrzeni topologicznych (odpowiednio, grup
topologicznych) nad zbiorem skierowanym (/, <) nazywamy rodzine (Xj, ¢i;)isjer,
gdzie X; jest przestrzenia topologiczna (odpowiednio, grupa topologiczna), a
wij + X; — X jest ciggta (odpowiednio, ciagtym homomorfizmem), spelniajaca na-
stepujace warunki:

1. dla kazdego @ € I, ¢;; = 1dx,

K3



2. dla wszystkich 7,5,k € I, takich ze i < j < k, zachodzi ¢r; = @jipw;, ti.
nastepujacy diagram jest przemienny:

Pkj
Xy —2 X

m J{@ji

Xi

W dalszej czesci rozdziatu (I, <) zawsze bedzie oznaczaé zbiér skierowany. Moze-
my teraz przejs¢ do pojecia granicy odwrotnej.

Definicja 2.5. Granicg odwrotng (X, ¢;)ic; systemu odwrotnego przestrzeni topo-
logicznych (odpowiednio, grup topologicznych) (X, ¢;;)i>jer nazywamy przestrzen
topologiczna (odpowiednio, grupe topologiczna) X wraz z rodzina odwzorowan cia-
gltych (odpowiednio, ciggtych homomorfizméw) {p; : X — X, : ¢ € I}, gdy spelnione
sg nastepujace warunki:

1. dla wszystkich ¢ > j € I, i = @j,

2. dla dowolnej przestrzeni topologicznej (odpowiednio, grupy topologicznej) Y
i rodziny funkcji ciaglych (odpowiednio, ciaglych homomorfizméw)
{¢; - Y — X, :i € I}, spelniajacych punkt 1. powyzej, istnieje jedyna funkcja
ciagta (odpowiednio, ciagly homomorfizm) x : ¥ — X, taki ze dla kazdego
€1, pix = ¢i.
Przejdziemy teraz do sformutowania twierdzenia mowigcego o istnieniu granicy
odwrotnej oraz jej jedynosci (z doktadnoscia do izomorfizmu).

Twierdzenie 2.6.

1. Niech (G, ij)isjer bedzie systemem odwrotnym grup topologicznych, a (G, ¢;)icr,
(H,;)ier beda jego granicami odwrotnymi. Wtedy istnieje topologiczny izomor-
fizm ® : G — H taki, Ze dla kazdego i € I, ;P = ;.

2. Zatoimy, ze (G, ¢ij)isjer jest systemem odwrotnym grup topologicznych. Niech
G = {g - HGZ . (\V/Z }] - I) (7Tj = Spijﬂ-i)}a
iel
gdzie m; sq rzutami kanonicznymi:
T . H Gl — Gl
iel
(9i)ier = gi-

Zatozmy ponadto, ze G jest wyposazony w topologie dziedziczong z topologii pro-
duktowej na I] G;. Dla kazdego i € I, definiujemy 1»; = m; [q. Wiedy (G, 1;)ier

i€l
jest granicg odwrotng systemu odwrotnego (G, @ij)isjer-

Dowdd. [4], 1.1.4. O



2.3 Grupy proskonczone

Zaczniemy od wprowadzenia pojecia grupy proskonczonej.

Definicja 2.7. Grupg proskonczong nazywamy granice odwrotna systemu odwrot-
nego grup skonczonych.

Uwaga 2.8. Kazda grupa proskonczona jest grupa topologiczng oraz jest zwarta
przestrzenia Hausdorffa ([2], 1.2.1). Stad w szczegdlnosci otrzymujemy, ze dowolna
ciagta bijekcja miedzy grupami proskonczonymi jest homeomorfizmem ([4], 0.1.2).

W dalszej czesci pracy bedziemy sie zajmowaé¢ wskazywaniem izomorfizméw mie-
dzy danymi grupami proskonczonymi. W tym celu przydatne bedzie nastepujace kry-
terium:

Lemat 2.9. Niech (G;, ¢ij)izjer, (Hi, ij)isjer bedq systemami odwrotnymi grup skori-
czonych. Zatozmy, ze f; - G; — H;, 1 € I sq izomorfizmami kompatybilnymi z funkcja-
mi ;j, 0,1 = j € I, ty. dla kazdych i > j € I nastepujgcy diagram jest przemienny:

©is
Gj # Gz

Wtedy funkcja f :lim G; — lim H; zadana wzorem f((g:)ier) = (fi(g:))ier jest topolo-
iel iel
gicznym izomorfizmem grup.

Dowdd. Latwo widac, ze f przyjmuje wartosci w lim ;. Sprawdzimy najpierw, ze f
iel
jest bijekcja.
Rozwazmy funkcje [ : lim H; — lim G; zadang wzorem F'(R)ier) = (f7H(Re))ier.

7

icl i€l
Pokazemy, ze ff' = idimm, oraz f'f = idjm¢,. Ustalmy dowolne (h;);e; € lim H; oraz
(gi)ier € @Gl Obliczamy

el

FF (ha)ier) = F((f7 (Ra))ier) = (fil £ (hi)Dier = (ha)ier-

Ponadto
P F(90)ier) = [/ ((fi(9i)ier) = (f; 1 (fi(9:)))ier = (gi)ier.

Z dowolnosci (h;)ier, (9:)ier mamy zatem, ze ff" = idym g, oraz f'f = idjmg,, a wiec
— —
el i€l
f jest bijekcja. Ponadto z zatozenia (f;);cr sa homomorfizmami, a zatem oczywiscie
f jest homomorfizmem. Otrzymujemy wiec, ze f jest izomorfizmem.

Pozostaje sprawdzi¢ ciggltos¢. Ustalmy dowolny zbior U C lim H; ze standardowej

il
podbazy, tj. U = {(h;)es € lim H; : hi, = h} dla pewnych ig € I, h € lim H;.
icl iel



Mamy, ze f Y (U) = {(gi)icr € liﬂGz o f((95)ier) € U} =

{(gi)ier € %Gz D (fi(gi)ier € U}y = {(ng)lid € %Gz b fiolgin) = h} =
{(gi)ier € ImG; : gy = fil(h)}, a wiec f1(U) jest zbiorem ze standardowej pod-
bazy @GZ,EItj. jest otwarty. Z dowolnosci U otrzymujemy ciaglos¢ f. Z uwagi 2.8.
mamyievfliegc, ze [ jest homeomorfizmem. Dostajemy zatem, ze lim G; = lim H; jako
grupy topologiczne. ! ! O]

Przejdziemy teraz do dowodu charakteryzacji grupy proskonczonej, ktora bedzie
nam niezbedna w pojawiajacych si¢ w rozdziale 7. rozwazaniach dotyczacych istnienia
najwigkszego (a wigc réwniez maksymalnego) rozszerzenia prorozwiazalnego dowolnie
ustalonego ciala K.

Uwaga 2.10. Niech (X, ¢i;)isjer bedzie systemem odwrotnym przestrzeni topolo-
gicznych.

1. Zbiory postaci ;' (U;), gdzie 7; jest rzutem na i-tg o oraz U; C X; otwarty,
tworza baze topologii w @X,
iel

2. Niech S C lim X;, taki ze dla kazdego i € I, m;(S) = X;. Wtedy S = lim X;.
D —

el el

Dowad.
1. [2], 1.1.1.

2. Na mocy punktu 1. wystarczy sprawdzié¢, ze dla dowolnych ¢ € I, ) # U C X;
otwartego, m; *(U) NS # (). Ustalmy wiec dowolne i € I,() # U C X; otwarty.
Wtedy U N m;(S) # 0, a wiec réwniez 7; 1(U) N S # 0. Stad, wobec dowolnosci
i oraz U, mamy ze dla kazdego otwartego U' C lim X;, U' N S # 0, czyli

icl
—

el

]

Twierdzenie 2.11. Zaldéimy, ze G jest grupg topologiczng (Hausdorffa), a {G;}ier
jest rodzing grup skonczonych.

Wtedy G jest izomorficzna (jako grupa topologiczna) z pewng granicg odwrotng
grup {G;}ier (gdzie funkcje z systemu skierowanego sq surjekcjami) <= G jest
zwarta 1 posiada baze otwartych otoczen elementu neutralnego ztozong z otwarto-
domknietych podgrup normalnych {N; : i € I}, takq Ze dla wszystkich i < j € I,
G; = G/N; oraz Nj < N;.

Dowédd. = : Zalézmy, ze (G, ij)isjer jest systemem odwrotnym grup skonczonych.

Dla kazdego i € I, G; jest zwarta, poniewaz jest dyskretna, a wiec an Gi, pi)ier jest
iel

zwarta jako podprzestrzen produktu przestrzeni zwartych, stad G jest zwarta.



Pokazemy, ze rodzina podgrup normalnych {ker p; : i € I} tworzy baze otwartych

otoczen elementu neutralnego e w lim G; oraz dla kazdych ¢ > j € I, ker p; < ker ;.
icl
Wezmy dowolny zbiér otwarty U C lim G; zawierajacy e. Z definicji topologii produk-
iel

towej U jest suma zbioréw postaci: ¢;, ' (X;,)N...Np; ' (X;, ) dla pewnych iy, ..., i, € 1,
Xi, € Gy, otwarte. Ustalmy dowolny taki zbior zawierajacy e, wtedy dla wszystkich
j=1,..k e, € X;, azatem e € ;' (e;,) N...N¢; (e;,) C U. Zbior I jest skierowa-
ny, a wigc istnieje r € I, iy, ..., 1 < 7, a wtedy dla kazdego j = 1,....k, vi; = ©pi; 01,
stad ker ¢, < ker ;..
Zauwazmy wiec, ze e € ker ¢, C ;' (e;,) N...Np; ' (e;;) C U. Dodatkowo ¢; sq ciagte,
a wiec ker o, jest otwarto-domkniety jako przeciwobraz zbioru otwarto-domknietego.
Wobec dowolnosci zbioru U, ker ¢; sg baza otwartych otoczen e.

Na mocy zalozenia istnieje izomorfizm (topologiczny) & : liLﬂGi — (G, a zatem

iel

rodzina zbioréw {N; = ®(ker ;) : i € I} tworzy baze otwartych otoczen elementu
neutralnego w G, taka ze dla kazdych ¢« > j € I, N; < N;.

Pozostaje pokazaé, ze dla kazdego i € I, G; = G/N;. Pokazemy najpierw, ze dla
kazdego i € I, ¢; : im G; — G jest surjekeja.

il
Ustalmy dowolny k € I, a; € Gj. Dla kazdego k < j € I niech
S; = {(gi)ier € Ilie; Gi : ar = gy oraz dla wszystkich n < j, g, = @jn(g;)}-

S; jest niepusty, poniewaz z zalozenia dla wszystkich n < j € I, pj, sa surjekcjami.
Zauwazmy, ze [[;c; G; jest zwarty i kazdy S; jest w nim domkniety, poniewaz kazda
z grup G; jest dyskretna. Wystarczy sprawdzi¢, ze () S, jest niepusty.
k<nel
Sprawdzimy, ze {S, : k < n € I} ma wlasnos¢ skonczonych przekrojow. Wte-
dy, jako rodzina domknietych podzbioréw przestrzeni zwartej, bedzie miata niepusty
przekréj. Ustalmy dowolne k < nq,...,ns € I. Wtedy istnieje nq,...,ns <t € I, stad
0#£S, CS,,N...NS,,. Zatem ) £ () Sk, a wiec istnieje (g;)ier € lim G;, takie ze
k<nel el
e((9i)ier) = ay.
Ustalmy dowolny ¢ € I, wtedy ¢; jest surjekcja, a wiec, na mocy zasadniczego
twierdzenia o homomorfizmie grup, G; = lim G/ ker ¢; =2 G/N;.
iel
<= : Rozwazmy system odwrotny grup skonczonych (G/N;,i;)isjer,
Yij » G/N; — G/Nj, ¢i;(gN;) = gN;, gdzie otwarto-domkniete N; < G tworzg baze
otwartych otoczen e.
Pokazemy, ze ¥ : G — lUmG/N;, ¥(g) = (gNi)ier jest izomorfizmem. Latwo
icl
widaé, ze W przyjmuje warto$ci w liLnG/Ni.

iel
Sprawdzimy najpierw, ze (| N; = {e}. Oczywiscie {e} C N N;. Ustalmy dowolny
i€l iel
g € G,g # e. Z uwagi 2.8. mamy, ze G jest Hausdorffa, a wiec istnieje otwarte
otoczenie U C G elementu neutralnego e, takie ze g ¢ U. Z zalozenia istnieje i € I,

taki ze N; C U. Otrzymujemy wiec, ze g ¢ N;, czyli w szczegblnosci g ¢ N N;.
il



Mamy zatem, ze (| N; = {e}. Stad wnioskujemy, ze ¥ jest monomorfizmem, poniewaz,
iel

ker U = N;e; N; = {e}.
Sprawdzimy, ze ¥ jest ciagte. Zauwazmy, ze dla kazdego ¢ € I, ztozenie Wrr;, gdzie
T im G/N; — G/N; jest rzutem na i-ta o8, jest ciagle (jako odwzorowanie ilorazo-
iel
we), a wiec U jest ciagte.
Pozostaje sprawdzi¢, ze ¥ jest surjekcja. Ustalmy dowolny ¢ € I, pokazemy, ze
m(V(G)) = G/N;.
C: jasne
D: Niech gN; € G/N;. Wtedy g € G, a wiec m;(V(g)) = gN;.
Mamy wige, ze ¥U(G) = U(G) = lim G/N;, a stad ¥ jest surjekcja (uwaga 2.10.).
Pokazalismy, ze W jest izomol%zmem grup topologicznych i na mocy zalozenia
mamy dla kazdego i € I, istnieje 6; : G; = G/N;. Zdefiniujmy ;; : G; — Gj,
iy = 0; 14,;0; dla dowolnych i > j € I. Zdefiniowane w ten sposéb funkcje sa
surjekcjami jako ztozenia surjekcji. Wowczas dla dowolnych ¢+ > 7 > k£ € I mamy
inpi; = Op Vb il = 0 Vb = i, a wiee (Gi, @ij)isjer jest systemem
odwrotnym. Oczywiscie dla dowolnych ¢ > 7 € I, ponizszy diagram jest przemienny:

G —% G/N,
(pi]l Jfﬁij
G; —2 G/N,
a wige lim G; = lim G/N; (lemat 2.9.), czyli lim G; = G. O
el el el

3 Elementy teorii Galois

W poczatkowej czeéci rozdziatu przypomnimy podstawowe definicje oraz fakty
dotyczace klasycznej teorii Galois, z ktorych korzysta¢ bedziemy w dalszej czesci pra-
cy. W szczegdlnosei sformutujemy zasadnicze twierdzenie teorii Galois dla rozszerzen
skonczonych. Nastepnie zapoznamy czytelnika z topologia Krulla, co pozwoli nam
na pézniejsze uogdlnienie w.w. twierdzenia na rozszerzenia nieskonczone. Na koniec
pokazemy, jak przy pomocy grup proskonczonych, mozemy oblicza¢ grupy Galois dla
nieskonczonych rozszerzen, co bedzie kluczowe w dalszej czesci pracy.

3.1 Klasyczna teoria Galois

Niech L bedzie rozszerzeniem ciata K. Element a € L nazywamy algebraicznym
wzgledem ciata K, gdy istnieje niezerowy wielomian f € K[z], taki ze f(a) = 0.
Ciato L nazywamy rozszerzeniem algebraicznym ciata K, jezeli kazdy element L jest
algebraiczny wzgledem K. Zalézmy ponadto, ze kazdy niestaly wielomian f € L[z]
ma pierwiastek w L. Wowczas L nazywamy algebraicznie domknietym. Algebraicznym
domknieciem ciata K nazywamy algebraiczne rozszerzenie K, ktore jest algebraicz-

nie domkniete i oznaczamy przez K. Przypomnijmy ponadto, ze cialem rozktadu



wielomianu f € K[x] nazywamy cialo K(ay,...,a,), gdzie ai, ..., a, sa wszystkimi
pierwiastkami f.

Definicja 3.1. Niech L bedzie rozszerzeniem ciata K. Dowolny automorfizm
¢ : L — L bedziemy nazywaé K-automorfizmem, gdy ¢|x = idk-.

Twierdzenie 3.2. Dla kazdego ciala K istnieje jego algebraiczne domkniecie. Jest
ono jedyne (z doktadnosciqg do K-izomorfizmu,).

Dowdd. [1], 2.1.2., twierdzenie 5 i wniosek 2 O

Ponizej sformutujemy dwa lematy, ktore beda nam niezbedne m.in. przy oblicze-
niach grup Galois pojawiajacych si¢ w rozdziale 4.

Lemat 3.3. Niech ¢ : K1 — Ky bedzie izomorfizmem cial i ¢ : Ki[x] — Ks|x] bedzie
odpowiadajgcym mu izomorfizmem pierscieni wielomianow. Jezeli fi € Ki[x] jest
nierozktadalny nad K1, fi ma pierwiastek a1 w rozszerzeniu Ly ciata Ky 1 wielomian
fo = ©(f1) ma pierwiastek ay w rozszerzeniu Lo ciala Ky to istnieje izomorfizm
© C ¢ Ly — Ly taki, Ze ¢'(a1) = as.

Dowdd. [1], 2.1.1., twierdzenie 1 O

Lemat 3.4. Jesli f € K|z| jest wielomianem nierozkladalnym i w pewnych rozsze-
rzeniach L1, Ly ciata K wielomian f ma pierwiastki odpowiednio ai,as, to istnieje
K-izomorfizm ¢ : K(a1) — K(ag), taki ze p(a1) = as.

Dowdd. [1], 2.1.1. lemat 2 O

Przypomnijmy, ze dla dowolnych cial K C L, stopniem rozszerzenia L wzgledem
K nazywamy wymiar L jako przestrzeni liniowej nad K i oznaczamy przez [L : K].

Lemat 3.5. Jesli K, L, M sq ciatami, K C L C M, to [M : K] =[L: K|[M : LJ.
Dowdd. [1], 1.3.2., twierdzenie 3 O

Przejdziemy teraz do pojecia rozszerzenia normalnego oraz rozdzielczego.
Niech K bedzie ciatem, F' bedzie rodzing wielomianéw nalezacych do K [x], zas
A:={ae K: V f(a)=0}. Wtedy K(A) jest ztozeniem cial rozktadu wielomianéw
feF

nalezacych do F. W tej sytuacji K C K(A) nazywamy rozszerzeniem normalnym
ciala K.

Lemat 3.6. Niech L bedzie rozszerzeniem algebraicznym K. Wtedy nastepujgce wa-
runki sg rownowazne:

1. L jest rozszerzeniem normalnym ciata K

2. Jedli ¢ : L =2 K jest zanurzeniem, to (L) = L.

3. Jesli wielomian nierozkladalny f € K[x] ma pierwiastek w L, to rozklada sie w
L na czynniki liniowe.
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Dowdd. [1], 2.2.1., twierdzenie 1 O

Omoéwimy teraz rozszerzenia rozdzieleze. Przypomnijmy, ze dla dowolnego a € K,
wielomianem minimalnym a nad K nazywamy unormowany, nierozktadalny nad K
wielomian nalezacy do K[z|, ktérego pierwiastkiem jest a. Rozszerzenie algebraicz-
ne K C L nazywamy rozdzielczym, gdy kazdy a € L jest elementem rozdzielczym
wzgledem K, tj. wielomian minimalny a nad K nie ma pierwiastkow wielokrotnych
w K.

Uwaga 3.7. Niech K C L bedzie algebraiczne. Wowczas zbioér
sep.(K) :={a € L : a jest rozdzielczy nad K}

jest ciatem ([1], 1.3.5., twierdzenie 16). Przez K~ oznaczaé¢ bedziemy sepz(K).

Lemat 3.8. Jezeli char(K) = 0, to kazde rozszerzenie algebraiczne ciala K jest
rozdzielcze.
Dowdad. [1], 1.3.5. O

Mozemy teraz wprowadzi¢ pojecie rozszerzenia Galois. Niech K C L bedzie rozsze-
rzeniem algebraicznym. Zauwazmy, ze zbior K-automorfizmoéw ciata L ze sktadaniem
tworzy grupe. Nazywamy ja grupg Galois rozszerzenia K C L i oznaczamy przez

Gal(L/K).

Definicja 3.9. Rozszerzenie algebraiczne K C L nazywamy rozszerzeniem Galois,
gdy dla kazdego a € L\ K, istnieje automorfizm ¢ € Gal(L/K), taki ze p(a) # a.

Ponizej podamy wazng charakteryzacje rozszerzen Galois.

Twierdzenie 3.10. K C L jest rozszerzeniem Galois wtedy i tylko wtedy, gdy jest
rozszerzeniem normalnym i rozdzielczym.

Dowdd. [1], 2.2.3., twierdzenie 4 O

Ponadto, w dalszej czedci pracy, wazne beda dla nas nastepujace wlasnosci roz-
szerzen Galois.

Lemat 3.11. Jesli K C L skorniczone (tj. [L : K] < 00), to L jest rozszerzeniem
Galois ciata K wtedy i tylko wtedy, gdy | Gal(L/K)| = [L : K].

Dowdd. [1], 2.2.3., wniosek 1 O

Twierdzenie 3.12. (Artin) Niech G bedzie skonczong podgrupg Aut(L). Wtedy
LE C L jest rozszerzeniem Galois, G = Gal(L/LY) oraz [L : L¢] = |G]|.

Dowdad. [1], 2.2.2. O

Mozemy teraz przej$¢ do zasadniczego twierdzenia teorii Galois dla rozszerzen
skonczonych.
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Twierdzenie 3.13. (Zasadnicze twierdzenie teorii Galois dla rozszerzen skonczo-
nych) Niech L bedzie skoriczonym rozszerzeniem Galois ciala K, A bedzie rodzing
wszystkich ciat M posrednich miedzy K i L oraz B— rodzing wszystkich podgrup
Gal(L/K). Definiujemy odwzorowania

A A— B, A(M)=Gal(L/M),
I:B— A T'(H)=L"
Wéwczas A jest bijekcig i A = T7L.
Dowdd. [1], 2.2.4., twierdzenie 6 ]

Whniosek 3.14. Jezeli L jest rozszerzeniem Galois ciata K, to cialo posrednie
K C M C L jest rozszerzeniem Galois ciata K wtedy i tylko wtedy, gdy grupa
Gal(L/M) jest podgrupg normalng grupy Gal(L/K). W tym przypadku grupa Gal(M/K)
jest izomorficzna z grupg Gal(L/K)/ Gal(L/M).

Dowdd. [1], 2.2.4., twierdzenie 7 ]

Odpowiednios¢ ta nie zachodzi dla wszystkich rozszerzen nieskonczonych. W szcze-
gblnosci za kontrprzyktad moze postuzy¢ rozszerzenie Q C Q({,/p : p jest liczba
pierwsza}) ([7], 5.4.18). W dalszej czesci rozdziatu skupimy sie na czedciowym uog6l-
nieniu powyzszego twierdzenia na rozszerzenia nieskonczone. Aby tego dokonaé, be-
dziemy musieli rozwaza¢ grupe Galois ze specjalna topologia, tj. topologia Krulla.

3.2 Topologia Krulla

Zatozmy, ze K C L jest rozszerzeniem Galois. Przez £ oznaczmy rodzing wszyst-
kich cial posrednich K C M C L, takich ze K C M jest skonczonym rozsze-
rzeniem Galois. Wowczas istnieje jedyna topologia na Gal(L/K) kompatybilna ze
struktura grupowa Gal(L/K) wyznaczona przez baze otoczen elementu neutralnego
{Gal(L/M): M € L} ([3], 2.11). Topologie te nazywamy topologia Krulla.

Uwaga 3.15. Jedli L C K jest skoniczonym rozszerzeniem Galois, to topologia Krulla
grupy Gal(L/K) jest dyskretna.

3.3 Zasadnicze twierdzenie (Galois w wersji nieskonczonej
Rozwazenie grupy Galois jako grupy topologicznej z topologia Krulla pozwoli nam

na nastepujace ugolnienie twierdzenia 3.13:

Twierdzenie 3.16. Niech L bedzie rozszerzeniem Galois ciata K. Wowczas przy-
porzadkowanie M +— Gal(L/M) zadaje bijekcje pomiedzy rodzing cial posrednich
K C M C L, a rodzing domknietych podgrup grupy Gal(L/K). Odwzorowaniem
odwrotnym jest wéwczas przyporzedkowanie H — L7 .

Dowdad. 2], 1.3.1. O
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Whniosek 3.17. Niech K C L bedzie rozszerzeniem Galois. Dla kazdej domknietej
H < Gal(L/K), H < Gal(L/K) wtedy i tylko wtedy, gdy K C L jest rozszerzeniem
Galois. Ponadto dla dowolnego rozszerzenia Galois K C M zawartego w L,

Gal(M/K) = Gal(L/K)/ Gal(L/M).

Dowdd. (3], 2.11.3. O

3.4 Zastosowanie grup proskonczonych w teorii GGalois

Sformutowany ponizej lemat bedzie naszym gtownym narzedziem przy obliczaniu
konkretnych przyktadéw grup Galois pojawiajacych sie w dalszej czesci pracy.

Lemat 3.18. Niech K C L bedzie rozszerzeniem Galois, a {K;}ier bedzie rodzing
skonczonych rozszerzen Galois ciata K zawartych w L indeksowanych zbiorem skie-
rowanym (I,<), takich Ze U K; = L. Wowczas grupa Galois Gal(L/K) z topolo-

i€l
gig Krulla jest topologicznie izomorficzna z grupg proskonczong liinGal(Ki/K), pry
iel
czym lim Gal(K;/K) jest granicg odwrotng (Gal(K;/K), ¥ij)izjer,
iel
g — U|Kj .
Dowad. [2], 1.3. O

3.5 Szczegdblne klasy rozszerzen Galois

Przejdziemy teraz do zdefiniowania pewnych klas rozszerzen Galois, ktore bedzie-
my rozwaza¢ w rozdziatach 6 i 8.

Definicja 3.19. Niech K C L bedzie rozszerzeniem Galois. Jesli Gal(L/K) jest
grupa rozwiazalna, to K C L nazywamy rozszerzeniem rozwigzalnym. Jesli ponadto
Gal(L/K) jest grupa abelowa, to K C L nazywamy rozszerzeniem abelowym.

4 Przyktady wyliczen nieskonczonych grup (Galois

W tym rozdziale zaprezentujemy zastosowanie lematu 3.18. w praktyce, co dostar-
czy konkretnych przyktadéw grup proskonczonych abelowych i rozwigzalnych, ktére
sa grupami Galois pewnych konkretnych rozszerzen cial.

Miedzy innymi obliczymy grupy Galois dla pewnych klasycznych rozszerzen Q ta-
kich jak Q rozszerzone o pierwiastki kwadratowe ze wszystkich liczb pierwszych oraz
Q rozszerzone o wszystkie pierwiastki z jedynki. Ponadto wyliczymy grupe Galois dla
domknigcia algebraicznego dowolnego ciata skonczonego F,,.
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Przyktad 4.1. Niech p bedzie liczba pierwsza oraz Q((w) := Q({(m : n € N;}),
gdzie (» oznacza pierwiastek pierwotny z jedynki stopnia p". Obliczymy grupe

Gal(Q(¢)/Q)-

W szczegdlnosci okaze sie ona by¢ proskonczong grupa abelows.
Niech porzadek < na N, bedzie okreslony w naturalny sposéb. Rozwazmy system
odwrotny (Gal(Q((pr)/Q), ¥nm)nsmen, , gdzie dla dowolnych n > m € N,

nm - Gal(Q((pn)/Q) — Gal(Q(Gm)/Q)

7 = 0laigm)-

Zauwazmy, ze Q((x) = U Q((). Ponadto dla kazdego n € N, Q C Q((pn)

neNL
jest cialem rozktadu wielomianu cyklotomicznego zP" — 1, a wiec jest skonczonym
rozszerzeniem Galois (3.8., 3.10.). Wéwezas z lematu 3.18. mamy, ze

Gal(Q(¢x)/Q) & lim Gal(Q(Gn)/Q).

neNL

Rozwazmy zbior (Z;n, ©nm)n>men, , gdzie porzadek < na N, jest okreslony w na-
turalny sposob oraz dla dowolnych n > m € N, homomorfizm ,,, jest zdefiniowany
nastepujaco:

Onm: Logn — Logm

a v rym(a).

Sprawdzimy, ze (Z;n, Pnm)n=men, jest systemem odwrotnym.

Ustalmy dowolne k¥ < m < n € Ny oraz r € Z.. Zauwazmy, ze p¥ dzieli p™,
czyli p™ = ap”® dla pewnego a € N. Stad = = bp™ + r = abp® + r dla pewnych
br € Nyr < p™, a wiec rpr(x) = rpe(r) = rpr(rpm(2)). Wobec tego @mi(@nm(r)) =
Tk (Tpm (7)) = 10 (2) = Ppr(2). Z dowolnosci n, m, k dostajemy, ze (Z;n, ©nm)nzmen,
jest systemem odwrotnym.

Przejdziemy do pokazania, ze

lim Gal(Q(()/Q) 2 lim Zj,.

TLEN+ TL€N+
Zaczniemy od sprawdzenia, ze dla kazdego n € N, Zy, = Gal(Q((n)/Q).

Zauwazmy, ze {C;fn 1 k € Zy.} jest zbiorem pierwiastkéw wielomianu cyklo-

tomicznego ®,»(x), ktéry na mocy lematu Gaussa jest nierozktadalny. Oczywiscie
{C}’jn ko€ Z;n} jest zbiorem pierwiastkow pierwotnych z 1 stopnia p”, a zatem dla
kazdego k € Zr., Q({n) = Q(¢h). Z lematu 3.4. otrzymujemy wiec, ze dla kaz-
dego k € Z,, istnieje o, € Gal(Q((pr)/Q), taki ze ox(Gr) = (fn. Mozemy zatem
zdefiniowaé funkcje:

O Zin — Gal(Q((pn)/Q)

k?’—>0']€,
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gdzie 0 ((pn) = C;fn. Sprawdzimy, ze 6,, jest izomorfizmem.
0y, jest homomorfizmem, poniewaz dla dowolnych I, k € Zj,., takich ze kl = ap™ +r

ap™ ~p  __ pap"+r skl

dla pewnych a,r € N, < p", mamy oy .i((pn) = (o ”"l = Cpr Cpn = Cpn = (i =

ok(01(Gpn))-

Ponadto 6, jest monomorfizmem, poniewaz o, = id wtedy i tylko wtedy, gdy
0k(Gn) = Gn, co jest réwnowazne k = 1.

Przypomnijmy, ze wielomian cyklotomiczny ®,.(z) jest nierozktadalny nad Q i
ma stopien ¢(p") (gdzie przez ¢ rozumiemy funkcje Eulera). Korzystajac z lematu
3.11. otrzymujemy, ze | Gal(Q(¢pn)/Q)| = @(p") = |Z;n|, czyli 6, jest "na”. Podsu-
mowujac, 0, jest izomorfizmem.

Ustalmy dowolne n > m € N, . Pokazemy, ze ponizszy diagram jest przemienny:

P
L o Z:n

] Jo

Gal(Q(Gm)/Q) <2 Gal(Q(¢pn)/Q)

Ustalmy dowolny k € Z,.. Wystarczy sprawdzi¢, ze Vnm (05 (k))((m) = O (@nm (k) (Gm).
Zauwazmy, ze dla pewnych a,b,s € N,b < p™, k = ap™ + b oraz (ym = (;n. WoWezas

wnm(en( ))(Cp ) = by, ( )(C ) = C]];s = Zfr’thﬁm = 9m<90nm(k>>(<pm)-

Z dowolnosci k£ mamy wiec, ze Ypmb, = 0m@nm, tj. diagram jest przemienny.
Woéwczas lim Gal(Q((pn)/Q) = lim Z;, (lemat 2.9.), astad Gal(Q(¢x)/Q) = lim Z7,

neNL neNL neNL
Otrzymalidémy wiec przykitad proskonczonej grupy abelowej, ktéra ma realizacje ja-

ko grupa Galois nad Q. Zauwazmy ponadto, ze w ten sposoéb dostajemy przyktad
rozszerzenia abelowego.

Uwaga 4.2. Zalézmy, ze porzadek < na N, jest zadany przez relacje podzielno-
Sci, tj. dla wszystkich n,m € N., m < n <= m|n. Wtedy (N, <) jest zbiorem
skierowanym. Niech Q((,,) bedzie rozszerzeniem ciata Q o wszystkie pierwiastki pier-
wotne z jednosci. Wéwcezas, powtarzajac powyzsze rozumowanie, otrzymujemy, ze
Gal(Q(Cx)/Q) ¥ lim Z,
neNL

Przyktad 4.3. Zalozmy, ze p jest liczba pierwsza. Przez F, oznaczymy algebraicz-
ne domkniecie ciata [F,. Obliczymy Gal(F,/F,). W szczegélnosci okaze si¢ ona by¢
proskoniczong grupa abelowa.

Dla kazdego n € N, Fpn jest cialem rozktadu Wye(z) := 2#"~! — 1 nad F,.
Zauwazmy, ze W), (x) = (p" —1)zP" % = —2#" 2. Mamy wiec, ze dla kazdego a € Fpn,
takiego ze an (a) = 0, wartos¢ funkcji wielomianowe; W;n liczonej w a jest r6zna od
0, czyli F, € Fyn jest rozdzieleze ([7], 3.2.1.). Otrzymujemy zatem, ze F, C Fyn jest
skonczonym rozszerzeniem Galois (3.10.). Ponadto F, = U Fpn, czyli z lematu 3.18.

neNL
dostajemy, ze o
Gal(lF,/Fy) = lim Gal(Fy» /Fp),

neNL
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gdzie (Gal(Fpn /IF), Ynm)n=men, jest systemem odwrotnym nad zbiorem skierowanym
N, uporzadkowanym przez relacje podzielnosci, zas homomorfizmy ), sa zdefinio-
wane nastepujaco:

Ym: (Gal(Fpn /F,) — (Gal(Fpm /F))
= U\Fpm.
Rozwazmy automorfizm Frobeniusa:
Frp: Fpn — Fpn

z +— xP

Zauwarmy, 7e Fon?) = F,. Wowczas (Fr,) = Gal(Fyn /Fon®’) = Gal(Fn /F,) (twier-

p’ﬂ
dzenie 3.12.), w wyniku czego otrzymujemy nastepujacy izomorfizm:

0,: Gal(Fpn/F,) — Zy,
Fr

p 1.

Podobnie jak w przyktadzie 4.1. sprawdzamy, ze zbior (Zy, @nm)n>men, , gdzie N jest
uporzadkowany przez relacje podzielnosci oraz dla dowolnych n > m € N, |

a— rp(a)
jest systemem odwrotnym. Przejdziemy teraz do pokazania, ze

lim Z, & lim Gal(F,./F).

neNL neNL

Ustalmy dowolne n > k € N,. Sprawdzimy, ze ponizszy diagram jest przemienny:

Pnk
Zk Zn

| Jo

Gal(F,. /F,) <2~ Gal(F,. /F,)

Wezmy dowolne s € Zy,r € Fpe. Niech a,r € N,r < k beda takie ze s = ak + .
Wowezas 0, (s)(z) = 27" = 2" = Oppnr(s)(z). Z dowolnosci s mamy wiee, ze
Unkbn = Oronk, tj. diagram jest przemienny. Z lematu 2.9. otrzymujemy woéwczas, ze
lim Gal(Fy/F,) = lim Z,. Stad Gal(F,/F,) = lim Z,. OtrzymaliSmy wigc przy-
neNL neNy neNL
ktad proskonczonej grupy abelowej, ktéra ma realizacje jako grupa Galois nad F,,.

Zauwazmy ponadto, ze w ten sposob dostajemy kolejny przyktad rozszerzenia abelo-
wego.

Przyktad 4.4. Rozwazmy cialo Q(\/ps) := Q({\/pi : i € Np}), tj. cialo Q rozsze-

rzone o zbior pierwiastkéw kwadratowych ze wszystkich liczb pierwszych. Obliczymy
Gal(Q(1/Px)/Q). Podobnie jak w poprzednich przyktadach okaze sie¢ ona by¢ pro-
skoniczong grupa abelowa. Zaczniemy od pokazania, ze dla dowolnego n € N |

Gal( Q- VBn)/ @) = [[ 2
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Definicja 4.5. Niech K bedzie dowolnym ciatem. Elementy d, ..., d;, € K* nazywamy
2-niezaleznymi, gdy dla kazdych ay,...,ax € Z, jeshi df*...d;* € K2, to kazdy a; jest
podzielny przez 2.

Przedstawimy teraz wazng wlasnos$¢ elementow 2-niezaleznych, z ktorej korzystac
bedziemy réowniez w rozdziale 8.

Lemat 4.6. Niech K bedzie dowolnym cialem charakterystyk: 0. Dla kazdych
di,...d, € K* dy,..,d, sq¢ 2-niezalezne w K wtedy 1 tylko wtedy, gdy

(K(Vd,..../d,) : K] = 2"

Dowaod. Ustalmy dowolne dy, ..., d, € K*.

<= Zalézmy a.a., ze dy, ..., d, sa 2- zalezne w K. Z definicji to oznacza, ze dla pew-
nych ay, ...,a, € Z istnieja ¢ € K,1 < i < n, takie ze ¢> = d{*...d% i 2 nie dzieli a;.
Bez straty ogélnosci © = n. Wtedy a, = 2b 4+ 1 dla pewnego b € Z. Zauwazmy, ze
d, = @Fd 2. dy)7 eyl Vd, € KWy, .., /dn_1). Wbéwezas
(K(Vdy,....V/d,) : K| < [K(\/dy,....,/d,—1) : K] < 2"7!, sprzeczno$é, poniewaz z
zatozenia [K(y/dy, ...,\/d,) : K] = 2.

= Zzalozenia dy,...,d, € K, czyli [K(\/dy, ..., \/d,) : K] < 2". Pokazemy przeciw-
na nieréwnosé. Zatézmy a.a., ze [K(v/dy,...,\/d,) : K] < 2" To oznacza, ze istnieje
1 <i < n,taki ze V/d; € K(\/di,...,\/di_1) (W przeciwnym przypadku otrzymaliby-

sSmy ciag rozszerzen stopnia 2 kazde:

K C K(yJdi) € K(Jd)(/d3) € . © K(fdu, ooy Jd 1) (/dn),
czyli [K(V/dy,...,\/dy,) : K] =2").

Niech j bedzie najmniejszym takim indeksem, a J = {j, ..., jx} bedzie minimal-
nym podzbiorem {1,...,7 — 1}, takim ze \/E € K(y/dj,,....\/d;,). Z minimalnosci j,

dla kazdego j; € J, 2°—d;, jest nierozkladalny nad K (\/dj,, ..., \/dji 1, \/djii1s 1/ iy ),
a wiec istnieje 0j, € Gal(K (\/dj,, ..., \/dj. )/ K(\/dj\, -y \/dj_ s [ jy 1 s 1/, ), takid

ze 0;,(y/d;) = (=1)%,/d;, (gdzie d;s jest funkcja Diraca). Zauwazmy, ze

K g K(\/djn"'a ’/d]'i—w \/djzdrl? vy Q/djk), a WIQC 03, < Gal(K(\/djl,..., \/d]k)/K)
Pokazemy, ze dla kazdego j; € J i kazdego a € K(/d;,,...,\/dj.), 0j,(a) = a wtedy
i tylko wtedy, gdy a € K(y\/dj,, ..., \/dj, 1, \/dj, 1y -5 1/ dj,)-
<= Oczywiste, 0;, € Gal(K(y/dj,, ..., \/dj,) [ K(\/djy s oos \/Dji s A/ Djiyrs -0 1/ )
—> Zalézmy nie wprost, ze a nalezy do K (,/d;,,...,\/d;,), 0j,(a) = a oraz a nie
nalezy do K(\/dj,,...;\/dj,_1;\/dj, 1y 1/djp)-
7 definicji, a = f(\/d},), gdzie f € K(/djy, s \/dji 1> \/djirss s 1 Jdi)[2], & f jest

odpowiadajaca funkcja wielomianows. Przypomnijmy, ze d;, € K, stad f(\/dji) =

G(y/dj,), dla pewnego g = (gx)i2o € K(\/djys s \/dji_1s\/Djisys s y/dj,.)[2] stopnia 1.

Wéwezas
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g + n(Jd) = a = o5(a) = g0 — a(\/d;), zatem gi(,/d;) = 0, a wiec
a=go € K(/dj,...o\/dj_ s \/djisrs -y /3y, ), SPTZECZNOSC.

Zauwazmy, ze 7z powyzszej roOwnowaznosci mamy, ze dla kazdego j; € J,
0;,(y/d;) = \/dj , poniewaz w przeciwnym przypadku otrzymaliby$Smy sprzecznosc z

minimalnoscig zbioru J. Wéwczas, dla kazdego j; € J, o, ( \/d\_/d_jd_ )= \/d\_/d_jd' , czyli
J1 Ik J1 Ik

\/\/_7% e N K{\/dj,-,\/dj,} \ {\/d;;}) = K, co wynika z minimalnosci zbioru

Ji€J
J. Wtedy oczywiscie d; € K2, co przeczy 2-niezaleznosci dy, ..., d, w K. O

Ustalmy dowolny n € N,. Z zalozenia py,...,p, sa liczbami pierwszymi, a wigc
w szczegolnosci sg 2-niezalezne w Q. Wowcezas z lematu 4.6. otrzymujemy, ze dla

dowolnego j < n, [Q(\/p1,--.,/D;) : Q] = 27.
Zauwazmy, ze wtedy [Q(y/p1, . - \/p_]) Q(v/P1; -5 4/Pj-1)] = 2 (lemat 3.5.). W

szczegdlnosci oznacza to, ze Wlelomlan z?—p; jest n1erozk1adalny nad Q(/p1, - - -, \/Dj—1)-
Przypomnijmy, ze j byt dowolny, a zatem z lematu 3.3. otrzymujemy, ze dla kazdego

ciggu € = (61, ..., €n) € H Zy istnieje oz € Gal(Q(\/p1, - -.,1/Pn)/Q), taki ze dla
kazdego 1 < i < n, ae(\/E) —( 1) (\/Pi)-

Rozwazmy homomoﬁzm.

0, : ﬁZg — Gal(Q(\/p1,---,v/Pn)/Q)

i=1

€ — O%.

Zauwazmy, ze 0,(€e1,...,€,) = id wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego 1 < i < n,
¢; = 0, czyli 6,, jest monomorfizmem. Ponadto | ﬁ Zy| = 2" = [Q(\/P1; - - -, +/Pn) - Q]
i=1

Zatem z lematu 3.11. | ﬁ Zs| = | Gal(Q(\/p1, - - -, +/Pn)/Q)|. Mamy wiec, ze 0, jest
i=1
izomorfizmem.

Rozwazmy system odwrotny (Gal(Q(y/p1, - - -5 /Pn)/Q), Ynm)nzmen, , gdzie porza-
dek < na N, jest okreslony w naturalny sposéb oraz dla dowolnych n > m € N, :

U Gal(Q (\/29_17---7\/297)/@)—@&1( (\/_17-- VPm)/Q)

Zauwazmy, ze Q(\/ps) = U Q(/p1,...,pn) oraz dla kazdego n € N,
neNy

Q C Q(/P1s---,+/Pn) jest skonczonym rozszerzeniem Galois, jako ciato charaktery-
styki 0, bedace jednoczesnie ciatem rozktadu rodziny wielomianéw o wspotezynnikach
z Q. Z lematu 3.18. mamy wiec, ze

Gal(Q(yP)/Q) 2 lim CalQ(y/Fr.. ., VBn)/Q).

neNL
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WezZmy ponadto system odwrotny (H L, Prm)n>meN, , gdzie gdzie porzadek <

N, jest okreslony w naturalny Sposob 1 dla dowolnych n > m € N,:

n m
Prm - HZ2_>HZZ
i=1 i=1
(€15 ey €myenes€n) = (€1, .0 €m).

Pokazemy, ze lim H Zy = lim Gal(Q(/p1,-..,/Pn)/Q). Ustalmy dowolne
n€N+ i=1 n€N+
m < n € N,. Sprawdzimy, ze nastepujacy diagram jest przemienny:

I Z i

=1 %

] Jo

Ynm

Gal(Q(y/Fr. .- ./Pn) Q) 22 Gal(Q(y/Fr. - . B/ Q)

Lo

=8

Ustalmy dowolny € := (€1,...,€,) € H Zy oraz 1 < k < m. Obliczamy 0,,(0nm(€))(\/Pk) =
Om(er, - €m)(VPr) = (=1)%/Pr = 0 (€)(/Pr) = Vm (0n(€)) (\/Pr)- Kazdy automor-

fizm o € Gal(Q(/p1,--.,/Pm)/Q) jest jednoznacznie wyznaczony przez
o(\/P1)s---,0(\/Dm), a wicc z dowolnodci 1 < k < m, dostajemy ze 0y, (0nm(€)) =

Unm (0,,(€)). Z dowolnosci € € H Zy otrzymujemy przemiennos¢ diagramu. Przypo-

mm!]my7 ze n,m € N byiy dowolne, a wiec z lematu 2.9. otrzymujemy

lim H Ly = lim Gal(Q(\/p1, ..., /Pn)/Q). Zatem lim H Zy = Gal(Q(/Px)/Q).

n€N+ =1 n€N+ TLEN+

Niech [] Zs bedzie wyposazony w topologie produktows. Oczywiscie wowczas
=1

H Zs jest grupa topologiczng. Latwo sprawdzic, ze hm H Ly = ]O_O[ Zo. Doktadniej
funkcja:

L& HZ2—> h£l HZ2

i=1 n€N+ =1
(Ei)?il = ((61)7 (617 62)7 . )
jest topologicznym izomorfizmem grup. Jako konkluzje dostajemy, ze Gal(,/ps/Q)

o0
jest izomorficzna z [] Zs.
i=1

Przyktad 4.7. Wezmy dowolne p, q € N, takie ze p jest liczba pierwsza oraz (p, q) =
1. Przez (;n oznaczamy pierwiastek pierwotny z jedynki stopnia ¢". Niech F, :=
F,({(;n : n € N, }) oraz t bedzie elementem przestepnym nad F,. Obliczymy

Gal(F,({ Vi : n € Ny})/F, (1),
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Podobnie jak w poprzednich przyktadach okaze sie ona by¢ proskonczona grupa abe-
lowa. -

Ustalmy dowolne n € N,. Pokazemy, ze 29" — ¢ jest nierozktadalny nad F,(t).
Oczywiscie IFP jest UFD, a wigc takze ﬁ[t] jest UFD (twierdzenie Gaussa). Po-
nadto t jest nierozkladalny w E,[t], poniewaz w przeciwnym przypadku istnialyby
f,g € E[ﬂ \E[t]*, takie ze deg(f),deg(g) > 0 oraz fg = t. Sprzecznosé¢, poniewaz
deg(t) = 1. Zauwazmy, ze 7 — - ¢ spelnia zalozenia kryterium Eisensteina dla p = ¢,
a wiec jest nierozktadalny nad F,(¢).

Przypomnijmy, ze (p,q) = 1, czyli w szczegblnosci p nie dzieli ¢", stad pochodna
formalna 27" — ¢, ktéra wynosi ¢"z? !, nie jest rowna 0 w F,(¢)[z]. Zatem skoro
24" —t jest nierozktadalny, dostajemy ze wielomian ten jest rozdzielczy ([7], 3 2.2.).
Ponadto F,( v/%) jest ciatem roztadu 27" — t. Wowczas rozszerzenie F,(t) C F,( /1)
jest Galois (3.10.).

Sprawdzimy, ze Gal(F,( V/1)/F,(t)) = Zgn. Zauwazmy, ze dla kazdego k € Zgn,
Cgn k 9/t jest pierwiastkiem wielomianu nlerozkladalnego 24" —t. Korzystaj@c z lematu

3.4. otrzymujemy wiec, ze dla kazdego k € Zgn, istnieje o, € Gal(F,( V1) /F,(t)), taki
ze op( V1) = ¢k “/t. Mozemy wiec zdefiniowaé funkcje:

2 Zypn — Cal(Fy( V0)/F, (1))

k"—>0’k.

gdzie oy ( V) = Cfn “/t. Sprawdzimy, ze 6, jest izomorfizmem. Podobnie jak w przy-
ktadzie 4.1. sprawdzamy, ze 6,, jest homomorfizmem. Zauwazmy, ze o = id wtedy
i tylko wtedy, gdy on( 4/t) = “/t, rtéwnowaznie k = 0, a zatem 6, jest monomorfi-
zmenmn. - - N

Powyzej sprawdzili$my nierozktadalnoéé x7" —t nad IF, (). Ponadto F,(t) C F,( /%)
jest skonczonym rozszerzeniem Galois. Z lematu 3.11. mamy wigc, ze
| Gal(F,( V1) /F,(1))| = ¢" = |Z|. Wéwezas monomorfizm 6, jest "na”, to znaczy
jest izomorfizmem.

W dalszej czgsci przyktadu bedziemy zakladac¢, ze N jest uporzadkowany przez
< w naturalny sposéb. Zauwazmy, ze F,({ v/t :n € N, }) = Lg] F,( %/1). Z lematu

nelNy

3.18. otrzymujemy, ze

Gal(F,({ Vt:n € N.})/F,y(t) = lim Gal(F,(Vt)/F,(1)),

neNL

gdzie (Gal(F,( V1) /Fp(t)), Yrm)nsmen . jest systemem odwrotnym z homomorfizma-
mi 1, zdefiniowanymi w nastepujacy sposob:

Y Gal(F,( V1) /Fy(1)) — Gal(F,( "V1)/Fy(1))
0= 0l -
Rozwazmy system odwrotny (Zgn, ©nm)n>men, , gdzie dla dowolnych n > m € Ny:

Onm: Lgn — Ligm
k — Tqm(k).
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Pokazemy, ze lim Gal(F (q\/—)/IF (t)) = lim Zgn. Ustalmy dowolne m < n € Ny.

TLGN+ n€N+
Sprawdzimy, ze ponizszy diagram jest przemienny:

. prm A

q q

] Jo

Gal(F,(“VI)/F,(t)) <" Gal(F,( “V/2)/F,(t)).

Ustalmy dowolne k € Zgj. Wowczas k = aq™ + r dla pewnych a,r € N,r < ¢™.
Ponadto zauwazmy, ze (;» = (7. dla pewnego s € N. Pokazemy, ze wnm( k))

n(
Om (©nm (k). Oczywiscie wystarczy sprawdzié, ze Ynm (0n (k) (V) = O (@nm(k))(
Obliczamy G (0 (6)) ( "V/5) = o4(( VE)°) = G2 VI = Clo S/t = By () *
Z dowolnosci k mamy wigc, ze diagram jest przemienny. Przypomnljmy, ze n, m byty
dowolne, a wigc lim Gal(F (V1) F(t)) = lim Zgn (lemat 2.9.), zatem

n€N+ neNL

<

).
).

ﬁ

Gal(F,({ Vi : n € Ny)/F,(1)) = lim Z,

neNy

Przyktad 4.8. Niech Q((oo,too) := Q({¢n, ¥/t : n € N, }) it bedzie elementem
przestepnym nad ciatem Q. Obliczymy grupe Gal(Q((x, too)/Q(2)). W szczegdlnosci
okaze si¢ by¢ ona proskonczona grupa rozwiazalng stopnia rozwiazalnosci 2.

Pokazemy najpierw, ze dla dowolnego n € N, Gal(Q(¢,, ¥/t)/Q(t)) & Z,, x 7z,
gdzie dziatanie ¢ : Z* — Aut(Z,) jest zadane przez mnozenie -,.

Podobnie jak w przykladzie 4.7. pokazujemy, ze wielomian 2" —t € Q(t)[z] jest
nierozktadalny nad Q(¢). Dalej, podobnie jak w wyzej wymienionym przyktadzie do-
wodzimy, ze funkcja:

6)n,1: Zn - Gal( (Cn7 J)/Q(Cnv ))

k — oy,

gdzie o4, (V/t) := CF/t, jest izomorfizmem.

Lemat 4.9. Jesli K C L jest rozszerzeniem catkowicie przestepnym i f € K|z| jest
nierozktadalny nad K, to f jest nierozktadalny nad L.

Dowdéd. Zatézmy a.a., ze f = gh dla pewnych g, h € L]z], takich ze deg(g) = ny > 0
oraz deg(h) = nj, > 0. Bez straty ogélnoséci mozemy zatozy¢, ze f, g, h sa unormowane.
Niech R, = {r] : i < ny} oraz R, = {r] : i < nu} beda zbiorami wszystkich
pierwiastkéw w K kolejno ¢ oraz h.

Ze wzoréw Viety otrzymujemy, ze g(z) = Z $i(r1, ..., o, )2 Ponadto ry, ..., 7y,

sg pierwiastkami f, a wiec sg algebraiczne nad cialem K. Przypomnijmy, ze zbior
liczb algebraicznych nad K jest ciatem, stad dla kazdego 0 < i@ < ng, s(r,...,75,)
jest algebraiczny nad K, ale dla kazdego a € L\ K, a jest przestepny nad K, a stad
g € K|[x]. Analogicznie dowodzimy, ze h € Klz|. Stad f jest rozktadalny nad K, co
jest sprzeczne z zalozeniem. O
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Zauwazmy, ze wielomian cyklotomiczny ®,,(x) jest nierozktadalny nad Q(3/t) (le-
mat 4.9.). Wowczas, podobnie jak w przyktadzie 4.1., mozemy sprawdzi¢, ze funkcja:

Onz: Zy, — Gal(Q(Gu, V1)/Q(V1))

/
kw— oy,

gdzie 0/,((,) := ¢¥, jest izomorfizmem.
Zauwazmy, ze dla wszystkich automorfizméw oy € Gal(Q((y, V/1)/Q(Ca,t)) oraz
oy € Gal(Q(&, V1) /Q(/1)), o105 € Gal(Q(&p, /1) /Q(t)). Pokazemy, ze funkcja:

On: Loy 1 Ly — Gal(Q(o, V1)/Q(1))
(K1, k2) /= 0n1(k1)0n 2 (k2)

jest izomorfizmem.

Zaczniemy od sprawdzenia, ze 6,, jest homomorfizmem.

Ustalmy dowolne (k1,11), (ko, l2) € Zy X Z}. Zauwazmy, ze 6, (k1,11)0,(k2,12)(() =
O (K, 1) (Ch) = Clnle = 0, (ki (li-nka), Linl2) (Co). Ponadto 6, (ky, 1)) 0, (ka, 1) (/1)
On (K1, 1)(CR2 /1) = (rtnlnk2) 3/t = 0, (K 40, (I k), 11 n L2) (V). Oczywidcie kazdy
o € Gal(Q(¢y, V)/Q(t)) jest jednoznacznie wyznaczony przez wartosci przyjmowa-
ne dla ,, ¥/, a zatem 0, (ky,11)0,(ka, l2) = O0n(ky +5 (I - k), 11 -n l2). Z dowolnosci
(k1,01), (ke, o) € Zy, x ZF otrzymujemy wiec, ze 6, jest homomorfizmem. Dodat-
kowo zauwazmy, ze 0,(k,l) = id wtedy i tylko wtedy, gdy 6,(k,1)((,) = ¢, oraz
0, (k,1)(/t) = /t, co jest rownowazne (k,1) = (0,1), to znaczy 6, jest monomorfi-
Zmemn.

Ponadto, korzystajac z lematéw 4.9. i 3.11., mozemy zauwazy¢, ze
Gal(Q(6 V0/QI0) = (016, 90) 5 Q0] = (016, 90) s QYDA : Q)] =
o(n)n = |Z, x 77|, a wiec 6, jest "na”. Zatem 6, jest izomorfizmem.

Rozwazmy system odwrotny (Gal( (Cos V1) /Q(t)), Ym)menen, , gdzie porzadek
< na N, jest zadany przez podzielnosé¢ oraz dla dowolnych n > m € N :

Y Gal(Q(Ga, V1)/Q(1)) — Gal(Q(Gm, V1)/Q(1))

o= 0|@(cm,%-

Zauwazmy, ze¢ Q((s,tso) = U Q((, ¥/t). Ponadto dla dowolnego n € N,

neNL
Q(t) € Q(&n, V1) jest skoniczonym rozszerzeniem Galois. Wowezas z lematu 3.18.
mamy, ze

Gal(Q(Coe, t) /QE)) = lim Gal(Q(Ga, V1)/Q(2)).

neNL

Rozwazmy system odwrotny (Zy, X Z,, nm)m<nen, gdzie porzadek < na Ny jest
zadany przez podzielnos$¢ oraz dla dowolnych n > m € N,

O Lo XL — Doy XU T
(k1) = (rm(k), rm (1))
Pokazemy, ze lim Z, x Z; = lim Gal(Q((y, V1) /Q(t)).

n€N+ n€N+
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Ustalmy dowolne m < n € N,. Sprawdzimy, ze nastepujacy diagram jest prze-
mienny:

/AY/ P Lo X T

| Jo

Gal(Q(Cm, VD)/Q(L)) 2™ Gal(Q(Gns V/1)/Q(L)).

Ustalmy dowolny (k,l) € Z, x Z7. Pokazemy, ze Om,(0nm(k,1)) = ©um(0n(k,1)).
Przypomnijmy, ze kazdy o € Gal( (Cm, ¥1)/Q(t)) jest jednoznacznie wyznaczo-
ny przez o((y) oraz o ¥/t). Podobnie jak w przykladach 4.1., 4.7. sprawdzamy, ze

O (Prm (K, 1)) (Gn) = Ym0 (K, 1)) (Cn) 0raz Oy (@nm (K, 1))( %) = YV (On(k,1))( %)7
stad mamy, ze 0., (Pnm(k, 1)) = Ypm(0n(k,1)). Z dowolnosci (k, 1) € Z,, x Z otrzymu-
jemy przemiennno$¢ diagramu. Przypomnijmy, ze n,m € N, byly dowolne, a wiec z
lematu 2.9. otrzymujemy

lim Z, x Z;, = lim Gal(Q(Gy, V/)/Q(1))-

neNL neNL

Rozwazmy produkt pélprosty (z topologia produktowa) @1 Ln ¥ lim Z;, z dziata-
neNL neNL
niem danym przez:

((ar, - sany o), (b, ybyy o)) - (@), yan, ) (b, 0, 0) =
(((11+1 (bl-1a’1),...,an+n(bn-na;),...),(bl 1b/177bnnb/na))
Definiujemy funkcje:
V: lim Z, x lim Z, — lim Z, % Z;,
P P P

neNL neNL neNL
((al, ey Qpyy e ), (bb PN abna Ce )) [d ((ai, bz));.il

Standardowo sprawdzamy, ze ¥ jest algebraicznym izomorfizmem oraz homeomorfi-
zmem. Wowczas skoro lim Z, XZ;, jest grupg topologiczna (proskonczona), to réwniez

neNL
lim Z, x lim Z; jest grupa topologiczng (proskonczona).
neNL neNL

SprawdzilisSmy wiec, ze

Gal(Q (G t)/Q(1)) 2 Timn Z,, % lim 7,

TLEN+ HEN+

W szczegdlnosci dostarcza nam to przyktadu proskonczonej grupy rozwiazalnej stop-
nia 2, ktéra ma realizacje w postaci grupy Galois.
5 Odwrécony problem Galois

Przypomnijmy, ze odwrécony problem Galois jest sformutowany w nastepujacy
sposob: Czy kazda grupa skonczona jest grupa Galois pewnego rozszerzenia ciata
liczb wymiernych?
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W tym rozdziale udzielimy pozytywnej odpowiedzi na nastepujace ostabienie tego
problemu: Czy istnieje ciato K, takie ze wszystkie grupy skonczone sg grupami Galois
pewnego rozszerzenia ciata K7 W tym celu przedstawimy twierdzenie Waterhausa,
a nastepnie wprowadzimy definicje wolnej grupy proskonczonej o przeliczalnie wielu
generatorach, dla ktorej zastosowane w.w. twierdzenie pozwoli nam pokazac istnienie
takiego ciata K.

Twierdzenie 5.1. (Waterhaus) Niech G bedzie dowolng grupg proskonczong. Wow-
czas istnieje rozszerzenie Galois K C L, takie ze G = Gal(L/K).

Dowdd. Przedstawiony dowdd bazuje na rozdziale 1.3. z [2]. Niech A bedzie rodzing
wszystkich otwartych podgrup normalnych grupy G oraz przez 1" oznaczymy sume
roztaczna J G/N.

NeA

Zauwazmy, ze funkcja

G@xT—=T
(9,hN) — ghN.

jest dziataniem G na zbiorze T'. Sprawdzimy, ze - jest wierne. Ustalmy dowolny e #
g € G. Z uwagi 2.8. istnieje U C G otwarty, taki ze e € Ui g~ ! ¢ U. Wowczas istnieje
N € A, taki ze N C U (twierdzenie 2.11.), tj. w szczegdlnosci gg™'N = N # g~ IN.
7 dowolnosci g otrzymujemy zatem wiernos¢ dziatania.

Wezmy dowolne ciato, bez straty ogélnosci Q i niech L := Q(T'), gdzie T rozumie-
my jako zbior algebraicznie niezalezny nad Q. Z definicji, kazdy element a € Q(T)
jest postaci

f1(9i,Niy, -+, 9, Ni,)
f2(95: Njis - -5 95 Ni.)

dla pewnyCh gi1Ni17 ceey ginNin7 gj1Nj17 SR gjkNjk € Ta fl € Q[xim s 7‘1.in]7
fo € Qlzj,, ..., xj,]. Pokazemy, ze dla kazdego g € G, odwzorowanie:
pg: L — L

J1(9a Niys - -, 9, Niy,) _ J1(994 Niys - -, 99, Ni,,)
f2(91 Njys -+, 95 Ns) - f2(991 Ny s - -5 995.N3,.)

jest automorfizmem L. 7 algebraicznej niezalezno$ci T' natychmiast wynika, ze ¢, jest

dobrze okreslona oraz jest monomorfizmem. Pozostaje sprawdzi¢, ze ¢, jest "na”.
f1(giy Niy s+ sGin, Nip,) f1(97 gi; Niy s gL g Niy) c L
J2(951 Ny 52951, Ni,) f2(971gsy Njy o915, Njp)

Ustalmy dowolny € L. Oczywiscie
oraz

o <f1(919i1Ni ----- glginNm)) _ f1(giy Niq s--9in Niyy J1(giy Niy »-59in Niy,)
g

fQ(glejl 7vngN]k)

) ;.
= = = . Wobec dowolnosci
fQ(g 1gj1Nj17"'ag 1g]kNjk) fQ(glejlv"'zgjkNjk)

mamy, ze @, jest "na”. PokazaliSmy zatem, ze ¢, € Aut(L).

Rozwazmy homomorfizm ® : G — Aut(L), P(g) = ¢,. Z wiernosci dzialania G
na T, otrzymujemy, ze dla kazdego e # g € G, istnieje ¢’ N' € T C Q(T), taki ze
wg(¢'N') # ¢'N'. Zatem ker ® = {e}, czyli ¢ jest monomorfizmem. Mozemy wigc
utozsamia¢ G z podgrupa Aut(L).
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Niech K := LY. Zauwazmy, ze wowczas G < Gal(L/K). Pokazemy, ze G =
Gal(L/K).

Zaczniemy od sprawdzenia, ze K C L jest rozszerzeniem Galois. Ustalmy dowolny
a € L, wtedy a € Q(g;, Niy, - -+, i, Vi), gdzie {g;, Niy, - .., gi, Ni,, } jest pewnym skon-

czonym podzbiorem 7. Wezmy dowolny h € N N;;, wtedy dla kazdego 1 < j < n,
j=1
hgi;N;; = g,-jh’NZ-j = ¢i;Ni;. Dodatkowo Q% = Q, a wiec 1 nalezy do ﬁ N;, C G..
j=1

Ponadto F] Nj, otwarty w G i mnozenie w G jest ciagle, a stad G, = U g( ﬁ Ni,)

J=1 9€Ga  j=1
jest otwarty w G. G jest zwarta (uwaga 2.8.), a zatem [G : G,] < oo (lemat 2.2.).
Woéwezas, na mocy twierdzenia o orbicie i stabilizatorze, |G - a| = k + 1 < oo,
czyli G -a = {ay = a,...,a;} dla pewnych parami réznych ag,...,ar € L. Niech

k
f(z) = [I(z — a;). Zauwazmy, ze kazdy g € G permutuje elementy G - a, zatem
0

f € Klz|. Wowczas a jest algebraiczny i rozdzielczy nad K.

7 dowolnosci a otrzymujemy wiec, ze K C L jest rozszerzeniem rozdzielczym.

Ponadto L = [J{cialo rozktadu l_é (x —a;) : a € L}, a wigc K C L normalne, czyli
a;€G-a
K C L jest rozszerzeniem Galois (twierdzenie 3.10.).

Pokazemy, ze ¥ : G — Gal(L/K), ¥(g) = g jest ciagte (gdzie Gal(L/K) rozwa-
zamy z topologia Krulla). Ustalmy dowolne skoniczone rozszerzenie Galois K C M
zawarte w L. Z definicji Gal(L /M) jest bazowym otoczeniem otwartym elementu neu-
tralnego e w Gal(L/K). K C M skonczone, a zatem mozemy wybraé ay, ..., a, € T,
takie ze M C K(ay, ..., an,). Wtedy, podobnie jak w omdéwionym powyzej przypadku
G., pokazujemy, ze dla kazdego 1 < i < m, G,, jest otwarty w G. Wowczas réwniez

FL] G,, otwarty w G. Zauwazmy, ze ﬁ G.. C GNGal(L/M) = V1 (Gal(L/M)), a
i=1 i=1

zatem U (Gal(L/M)) = U g(ﬁ G,,) jest otwarty, stad W jest ciagte.
9eGNCal(L/M) " i=1

Przypomnijmy, ze G jest zwarta, a wiec, z ciagtosci ¥, G jest zwarta w Gal(L/K).
Stad G jest domknieta w Gal(L/K), poniewaz Gal(L/K) jest Hausdorffa (lemat 2.2.).
Skoro G jest domknieta, z twierdzenia 3.16. otrzymujemy, ze G = Gal(L/LY) =
Gal(L/K).

O

Niech X bedzie zbiorem, a G - grupa proskonczong. Zatézmy ponadto, ze dana
jest pewna funkcja f : X — G. Funkcje f nazywamy zbieing do e, gdy dla kazdej
otwartej podgrupy normalnej H grupy G, zbiér X \ f~1(H) jest skoficzony.

Definicja 5.2. Niech F bedzie grupg proskonczong, a X bedzie podzbiorem F spel-
niajacym e ¢ X. Grupe F nazywamy wolng grupg proskornczong o wolnym zbiorze
generatorow X i oznaczamy przez Fx, gdy spelnia ona nastepujace warunki:

1. F= @ iinkluzja ¢ : X — F jest zbiezna do e,

2. dla kazdej zbieznej do e funkcji f ze zbioru X w grupg proskonczong G =
(f(X)), istnieje jedyny epimorfizm grup topologicznych f : Fx — G, taki ze
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nastepujacy diagram jest przemienny:

L

G

Uwaga 5.3. Dla dowolnego zbioru X istnieje wolna grupa proskoniczona Fx o wolnym
zbiorze generatoréw X.

Dowdd. (2] 17.4. O

Whiosek 5.4. Istnieje ciato K, takie zZe kazdg grupe skoriczong mozemy zrealizowac
jako grupe Galois nad K.

Dowéd. Rozwazmy wolng grupe proskoniczong Fx o wolnym zbiorze generatoréw X
mocy Rg. Niech X = {xg,z1,...} dla parami réznych z;. Z twierdzenia Waterhausa
otrzymujemy pewne rozszerzenie Galois K C L, takie ze Gal(L/K) = Fy. Bez straty
0golnoéci, w dalszej czesci dowodu bedziemy w.w. grupy ze sobg utozsamiac¢. Ustalmy
dowolng grupe skonczona H i zalézmy, ze H = {hy,...,h,} dla parami réznych h,;.
Niech funkcja f : X — H bedzie zdefiniowana nastepujaco:

h;, gdy 0<i<n
flai) = .
e W przeciwnym przypadku.
Zauwazmy, ze [ jest zbiezna do e. Z definicji wolnej grupy proskonczonej istnieje
jedyny epimorfizm f : Fx — H, taki ze fid = f. Z zasadniczego twierdzenia o
homomorfizmie grup mamy, ze Fx /ker f = H. Zauwazmy, ze ker f jest domknieta

podgrupa normalng Fy, a wigc istnieje K C K' C L, takie ze K C K’ Galois i
Gal(L/K') = ker f (3.16., 3.17.). Otrzymujemy zatem:

Gal(K'/K) = Gal(L/K)/Gal(L/K') = Fx/ker f & H.

6 Najwieksze rozszerzenie abelowe

W tym rozdziale skupimy sie na terminie najwiekszego (w sensie inkluzji) roz-
szerzenia abelowego ciala K, ktére oznaczaé¢ bedziemy przez K. W szczegdlnosci

uzasadnimy istnienie takiego rozszerzenia oraz opiszemy grupe Gal(K®/K) w termi-
nach grupy Gal(K " /K).

6.1 Istnienie najwiekszego rozszerzenia abelowego

Niech K bedzie dowolnym cialem. Zaczniemy od pokazania istnienia najwiekszego
(a wiec takze maksymalnego) rozszerzenia abelowego K C K.

Lemat 6.1. Niech {L; C K : i € I} bedzie rodzing rozszerzen abelowych ciata K.
Wowczas réuniez zlozenie {L;}ier jest rozszerzeniem abelowym K.

26



Dowdd. Przez L' oznaczmy ztozenie {L;}ic;. Z definicji rozszerzenia abelowego, dla
kazdego i € I, K C L; jest rozszerzeniem rozdzielczym. Elementy rozdzielcze nad K
tworza cialo (uwaga 3.7.), a wiec K C L’ jest rozdzielcze. Ponadto dla kazdego i € I,
L; jest ciatem rozktadu rodziny wielomianéw o wspotczynnikach z K, a zatem rowniez
L' jest ciatem rozkladu rodziny wielomianéw o wspélezynnikach z K, tj. K C L' jest
normalne. Wowczas K C L' jest rozszerzeniem Galois (3.10.).

Pozostaje pokazaé, ze Gal(L'/K) jest abelowa. Dla kazdego o € Gal(L'/K) i dla
kazdego i € I, 0|, € Gal(L;/K), poniewaz K C L; jest normalne. Wowczas mozemy
zdefiniowa¢ nastepujacy homomorfizm:

: Gal(L'/K) — [] Gal(Li/K)

g — (U|Li)iel-

Zauwazmy, ze skoro L' jest zlozeniem {L;};cr, to ¥(o) = (idy,)icr jest rownowazne

o =idy, a wiec ¥ jest monomorfizmem. Ponadto [] Gal(L;/K) jest grupa abelowa,
iel

jako produkt grup abelowych. Mamy wiec, ze Gal(L'/K) zanurza sie homomorficznie

w grupie abelowej, a wiec jest grupa abelowa. Wéwczas otrzymujemy, ze K C L' jest

rozszerzeniem abelowym. O

Whniosek 6.2. Przez A oznaczmy rodzine wszystkich rozszerzen abelowych ciata K.
Z definicji A zlozenie wszystkich cial z A jest najwickszym w sensie inkluzji (a wiec
i maksymalnym) rozszerzeniem abelowym ciata K.

6.2 Opis grupy Galois dla najwiekszego rozszerzenia abelo-
wego

Ustalmy dowolne ciato K. Przez G bedziemy oznaczaé grupe Gal(K " /K) (z
topologia Krulla). W dalszej czedci zaprezentujemy w jaki sposéb mozemy wyrazié

grupe Gal(K®/K) przy uzyciu grupy G, tj. pokazemy ze Gal(K®/K) = G/|G,G].
Odnotujmy nastepujaca uwage, ktéra wynika wprost z twierdzenia 3.16.

Uwaga 6.3. Niech L bedzie cialem, takim ze K C L C K. Wtedy Gal(K"®/L)
jest domknieta w G.

Stwierdzenie 6.4. Gal(K’/K) = G/|G, G|
Dowdd. Rozwazmy grupy Gal(K™™/K®) oraz Gal(K™® /Fsep[G’G])
6.3. sa one domkniete w GG. Pokazemy, ze

. Na mocy lematu

(%) Gal(?sep/[(ab) _ Gal(?sep/?sepm)‘

Woéwezas z 3.16. otrzymamy, ze K% = FSEP[G’G}, a wiec z 3.17. dostaniemy:

Cal(K™/K) = Gal(K*"“ k) =~ ¢/G, .
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Przechodzimy do dowodu ().

C: Zauwazmy, ze Gal(Fsep{G’G]/K) ~ G/|G,G] (z 3.17.), tj. Gal(Fser/K) jest

abelowa. Stad K C Koeried] jest rozszerzeniem abelowym. Otrzymujemy wiec, ze
G,G])

KA ¢ K%, a zatem Gal(K ™ /K) C Gal(?sep/Fsep[
D: Skoro Gal(Fsep/Fsep[G’G]) domknigta w G (lemat 6.3.), to z 3.16. w szczeg6lnosci
mamy, ze Gal(?sep/Fsep[G’G]) = [G, G]. Ponadto z lematu 6.3. Gal(K ™" /K®) jest
domknicta w G. Wystarczy zatem sprawdzié, ze [G,G] C Gal(K""/K®). Oczywi-
écie [G, G] < G. Pokazemy, ze dla dowolnych ¢,1 € G oraz dla kazdego a € K%,
vp~toHa) = a.

Ustalmy dowolne ¢, € G, a € K%, wtedy | xa, ¢| g € Gal(K?/K), a zatem:
Yoo a) = a, stad [G,G] C Gal(K™/K®). O

Uwaga 6.5. Niech K C L bedzie dowolnym rozszerzeniem ciat. Przez G oznaczmy
Gal(L/K). Wéwczas, rozumujac jak wyzej, mozemy pokazaé istnienie najwiekszego
rozszerzenia abelowego K zawartego w L (ozn. L'). Ponadto, podobnie jak wyzej,
Gal(L'/K) =2 G/|G,q].

7 Najwieksze rozszerzenie prorozwigzalne

W tym rozdziale uzasadnimy istnienie najwiekszego (a wiec takze maksymalnego)
rozszerzenie prorozwiazalnego dowolnego ustalonego ciata K.

Zacznijmy od wyjasnienia pojecia rozszerzenia prorozwiazalnego. Podobnie jak w
przypadku omawianego w poprzednim rozdziale rozszerzenia abelowego, K C L na-
zywamy rozszerzeniem prorozwigzalnym, gdy jest rozszerzeniem Galois i Gal(L/K)
jest grupa prorozwigzalna, to znaczy jest granicg odwrotng skonczonych grup rozwig-
zalnych. Zaczniemy od przedstawienia wynikajacej z twierdzenia 2.11. charaktryzacji
grup prorozwiazalnych, z ktorej korzysta¢ bedziemy w dalszej czesci.

Whniosek 7.1. Grupa zwarta (Hausdorffa) G jest prorozwigzalna wtedy i tylko wtedy,
gdy ma baze N otwartych otoczen elementu neutralnego ztozong z otwarto-domknietych
podgrup normalnych, takq ze G/N jest rozwigzalna dla kazdego N € N.

Dowad.
= : 7 zalozenia G = @Gi dla pewnego systemu odwrotnego skonczonych grup
iel

rozwigzalnych (G, @i;)isjer- Z twierdzenia 2.11. otrzymujemy wiec, ze G posiada ba-
z¢ otwartych otoczen elementu neutralnego ztozong z otwarto-domknietych podgrup
normalnych {N; : i € I}, taka ze dla kazdego i € I, G/N; = G;. W szczegblnosci
oznacza to, ze dla kazdego i € I, G/N; jest rozwiazalna.

< : 7 zalozenia G ma baze N otwartych otoczen elementu neutralnego ztozong z
otwarto- domknietych podgrup normalnych. Niech I bedzie dowolnym zbiorem réw-
nolicznym z N, wéwczas w naturalny sposob indeksujemy elementy N zbiorem [
otrzymujac N = {N; : i € I}. Zadajemy porzadek na zbiorze I nastepujaco: i < j
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wtedy i tylko wtedy, gdy N; < N;. Zauwazmy, ze wtedy (I, <) jest zbiorem skiero-
wanym. Ponadto dla kazdego i € I, G; := G/N; jest skonczona grupa rozwiazalna (z
zalozenia i 2.2.). Wéwcezas G jest prorozwiazalna (2.11.). ]

Uwaga 7.2. Niech G bedzie dowolna grupa prorozwiazalna. Wowczas dla kazdej
otwarto-domknietej podgrupy normalnej N < G, G/N jest skorficzong grupa rozwia-
zalna.

Dowdéd. 7 wniosku 7.1. istnieje N C N, taki ze N’ jest otwarto-domknietg podgrupa
normalna G oraz G/N’ jest rozwiazalna. Wowczas takze G/N jest rozwiazalna jako
obraz grupy rozwiazalnej przez epimorfizm

7. G/N'— G/N
gN' +— gN.

[]

Podobnie jak w przypadku najwickszego rozszerzenia abelowego, konstruujac naj-
wieksze rozszerzenie prorozwigzalne rozwazaé¢ bedziemy pewien produkt grup pro-
rozwigzalnych. Pokazemy najpierw, ze dowolny produkt grup prorozwiazalnych jest
grupg prorozwiazalng.

Lemat 7.3. Niech {G;}ic; bedzie rodzing grup prorozwigzalnych. Wowcezas G = [] G;
iel
jest prorozwigzalna.
Dowaod. Zauwazmy, ze G jest zwartg przestrzeniag Hausdorffa jako produkt zwartych
przestrzeni Hausdorffa.
Rozwazmy zbiér F wszystkich funkcji f, takich ze dom f € [I|<¥, g f C P(U G;)
i€l

i dla kazdego i € dom f, f(i) jest otwarto-domknieta podgrupa normalna grupy G;.

Wtedy dla f € F, definiujemy Ny:= [ f(i)x [l G;. Zauwazmy, ze wowczas
i€dom f i€I\dom f

Ny jest otwarto-domknieta podgrupa normalng G. Ponadto G/Ny jest izomorficzna z

produktem [ G;/f(i), a wiec jest skonczong grupa rozwiazalna na mocy uwagi
t€dom(f)

7.2. Pokazemy, ze rodzina N' = {N; : f € F} jest baza otwartych otoczen elementu
neutralnego w G.

Ustalmy dowolny zbiér otwarty U C G zawierajacy e. Z definicji topologii pro-
duktowej zbi6r U jest suma zbioréw postaci 7' (X;,) N ... N m; '(X;,) dla pewnego
J = i1, ...,in} € ] i X;, C Gy, otwartych. Wezmy dowolny taki zbiér zawierajacy
e. Wtedy dla kazdego j = 1,...,n, e;; € X, a wigc istnieje INV;; C X; otwarto-
domknigty dzielnik normalny G;,. Zauwazmy, ze funkcja f = {(i1, Ny,), ..., (in, Ni,) }
nalezy do F' oraz Ny = 7rl-_11(Ni1) N...N ’/Ti:ll(Nin) C U. Z dowolnoéci U, N jest baza
otwarto-domknietych otoczen e w G.

Z wniosku 7.1. otrzymujemy wiec, ze GG jest prorozwiazalna. O]
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Lemat 7.4. Kazda domknieta podgrupa grupy prorozwigzalnej jest prorozwigzalna.

Dowaéd. Niech H bedzie dowolng domknieta podgrupa grupy prorozwiazalnej G. Oczy-
wiscie H jest zwartg przestrzenia Hausdorffa. Ustalmy dowolny zbior otwarty U C H,
do ktérego nalezy e. Z wniosku 7.1. G ma baze N otwartych otoczeni elementu neu-
tralnego ztozona z otwarto-domknigtych podgrup normalnych, takich ze G/N jest
rozwigzalna dla kazdego N € N. Istnieje wiec N € N, taki ze NNH C U. Zauwazmy
ponadto, ze N N H jest otwarto-domkniety w H oraz H/N jest rozwiazalna, jako
podgrupa grupy rozwiazalnej. Zbiér U byl dowolny, a wiec otrzymujemy, ze H baze
N’ otwartych otoczen elementu neutralnego ztozong z otwarto-domknietych podgrup
normalnych, taka ze H/N jest rozwiazalna dla kazdego N € N’. Wowczas H jest
prorozwiazalna (wniosek 7.1.). O

Zauwazmy, ze wprost z lematow 7.3., 7.4. otrzymujemy réwniez, ze kazda domknie-
ta podgrupa produktu grup prorozwigzalnych jest prorozwigzalna.

Stwierdzenie 7.5. Kazde cialo K posiada najwieksze (a wiec i maksymalne) rozsze-
rzenie prorozwigzalne.

Dowdd. Niech A bedzie rodzing wszystkich prorozwiazalnych rozszerzen K zawar-
tych w K, za$ M bedzie zlozeniem wszystkich cial z A. Pokazemy, ze K C M jest
prorozwiazalne.
Zauwazmy, ze K C M jest rozszerzeniem Galois jako ztozenie rozszerzen Galois.
Wystarczy zatem pokazaé, ze Gal(M/K) jest prorozwiazalna.
Rozwazmy zanurzenie ¥ : Gal(M/K) — LHA Gal(L/K),¥(o) = (0|L)Lea, gdzie
€

kazda z grup Galois rozwazamy oczywiscie z topologia Krulla, a ich produkt z topo-
logig produktowa. Pokazemy, ze W jest ciggle. Ustalmy dowolne L € A. Wystarczy
pokazac, ze Wy = W jest ciagle, gdzie 7y, jest rzutem.

Wezmy dowolne K C L' C L, takie ze K C L' jest skonczone i Galois, wtedy
Gal(L/L') jest otwarta w Gal(L/K).

U N Gal(L/L') = {0 € Gal(M/K) : 0|y = idp} = Gal(M/L'). Zauwazmy, ze
Gal(M/L') jest otwarta w Gal(M/K), a wiec z dowolnosci L’ W, jest ciagle, a stad
rowniez U jest ciggte.

Skoro W jest ciaglym izomorfizmem, Gal(L/K) jest zwarta, LHA Gal(L/K) jest

€

Hausdorffa, to ¥ jest homeomorfizmem na swoj obraz i im ¥ jest domkniety.
Mamy wiec Gal(M/K) = ¥(Gal(M/K)) < [I Gal(L/K). Otrzymujemy wiec,
LeA

ze Gal(M/K) jest prorozwiazalna jako domknieta podgrupa produktu grup proro-
zwiazalnych, a wiec K C M jest rozszerzeniem prorozwigzalnym. Zatem z definicji
rodziny A otrzymujemy, ze to rozszerzenie jest najwicksze wzgledem inkluzji. O]

8 Najwieksze rozszerzenie rozwigzalne

W tym rozdziale skupimy si¢ na rozszerzeniach rozwiazalnych. Jednym z wnio-
skéw bedzie fakt, ze nie istnieje najwieksze (rownowaznie maksymalne) rozszerzenie

30



rozwigzalne ciata Q. Aby to pokazaé¢, poshuzymy sie przyktadem ciggu rozszerzen Q
o stopniach rozwigzalnosci zbiegajacych do nieskonczonosci, ktory zaprezentowany
zostal w artykule [5].

Zaczniemy od uzasadnienia wspomnianej wcze$niej rownowaznosci miedzy istnie-
niem najwiekszego rozszerzenia rozwigzalnego ciala QQ, a istnieniem maksymalnego
takiego rozszerzenia. Fakt ten przedstawimy w ogoélnej wersji dla dowolnego ciata K.

Lemat 8.1. K ma maksymalne rozszerzenie rozwigzalne wtedy 1 tylko wtedy, gdy K
ma najwieksze rozszerzenie rozwigzalne.

Dowad.
<= : 7 definicji element najwieckszy w porzadku jest w szczegélnosci elementem
maksymalnym.
—> : Niech K C L bedzie maksymalnym rozszerzeniem rozwiagzalnym. Zat6zmy
a.a., ze dla pewnego K C M C K rozwigzalnego mamy M ¢ L. Wtedy (wobec
maksymalnosci L) réwniez L € M, a wiec L C LM.

Pokazemy, ze K C LM jest rozwigzalne. Oczywiscie K C LM jest rozszerzeniem
Galois.
Pozostaje sprawdzi¢, ze Gal(LM/K) jest rozwiazalna, w tym celu pokazemy, ze
Gal(LM/K) zanurza si¢ w grupie Gal(L/K) x Gal(M/K), ktéra jest rozwiazalna
jako skonczony produkt grup rozwiazalnych.

Rozwazmy homomorfizm

U: Gal(LM/K) — Gal(L/K) x Gal(M/K)
o (ol olu)

Zauwazmy, ze U jest réznowartosciowy, poniewaz dla dowolnego o € Gal(LM/K),
V(o) = (idy,idys) wtedy i tylko wtedy, gdy o|L = id; oraz o|M = idy, co jest
réwnowazne o = idy ;.

Pokazalidmy zatem, ze Gal(LM/K) = ¥(Gal(LM/K)) < Gal(L/K)xGal(M/K),
czyli Gal(LM/K) jest grupa rozwiazalnag.

Mamy zatem, ze K C LM C K jest rozwigzalne i L C LM, co daje sprzecznosé
z maksymalnoscig L, a wiec L jest najwickszym rozszerzeniem rozwigzalnym K. [J

W dalszej czesci bedziemy zaktadaé, ze n < w oznaczaé¢ bedzie, ze n jest liczba
naturalng wieksza od 0.

Definicja 8.2. Niech G bedzie dowolng grupa, (H, X) bedzie grupa permutacji, a
GX - grupa wszystkich funkcji z X w G z mnozeniem punktowym.

Splotem G ! H bedziemy nazywaé¢ produkt potprosty G* x4 H, gdzie dziatanie
¢ : H — Aut(G¥) definiujemy jako h -4 0(z) = 6(h™'(x)).

Uwaga 8.3. Jesli dodatkowo (G,Y") jest grupa permutacji, to Gt H dziala na zbiorze
Y x X w nastepujacy sposéb: (g, h) - (y,z) := (g(hx)y, hz).

Lemat 8.4. Niech (H,Z), (F\Y), (G, X) bedqg grupami permutacji. Wéwczas istnieje
1zomorfizm

U:(HU(F1G),ZxY x X) S (HIF)1G,ZxY x X)
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zachowugjgcy dziatanie grupy H U (F1G) na zbiorze Z XY x X, to znaczy, taki Ze dla
dowolnych (h; f,9) € HU(F1G),(z,y,z) € Z XY x X, zachodzi:

(h; f,9) - (z,9,2) = V(h; £, 9) - (2,9, 7)

Dowdd. Definiujemy

U: HU(F1G)— (H1FNG
(h; f,9) — (0, 9)

gdzie
: X - H F
z — (h, f(x))

przy czym h:Y — H zadana przez h(y) = h(y, z).

Pokazemy najpierw, ze ¥ jest homomorfizmem.

Ustalmy dowolne (h; f, g), (W5 f',¢') € HY(F1G). Z definicji dziatania w produkcie
potprostym: (h; f,g)(h's /', g') = (R((f,9) - '), f(g- ["), 99).

Niech (61, 99") :== W (h((f.g) - 1'), f(g- ["),99); (0, 9) := ¥(h; f, g) oraz (¢',g') :=
W(h's f',¢"). Zauwazmy, ze (0, 9)(0',g") = (0(g - 0'), gq’). Zatem wystarczy sprawdzié,
ze by =0(g-0). )

Ustalmy dowolny z € X. Wowczas 61 (x) = (hy, f(z)f'(g7'x)), gdzie

hjl: Y - H
y— h(y, x)h' (f(x) y, g7 x).

7 drugiej strony 6(g - 0')(x) = 0(x)(g - 0')(x) = (h, f(x)) (W, f'(g7"x)), gdzie
W:Y — H
y— h(y,g ).

Wowczas (h, f(z))(R', f'(g7 ) = (h(f(x) - '), f(x)f (g7 x)) i dla dowolnego y € Y
mamy: ) ) )
h(f(x) - W) (y) = by, 2)l' (f(2) "'y, g7 2) = I (y).

Pokazaliémy wiec, ze U jest homomorfizmem. Sprawdzimy, ze ¥ jest monomor-
fizmem. Ustalmy dowolne (h; f,g) # (h'; f',¢') € H U (F ! G). Bez straty ogdlnosci
zatézmy, ze g = ¢’ oraz b’ # h lub f' # f, to znaczy istnieje (y,z) € Y x X taki
ze W (y,z) # h(y,z) lub istnieje 2’ € X, taki ze f(2') # f'(2'). Wtedy V(h; f,g) #
Wi )

Pokazemy, ze U jest "na”. Ustalmy dowolny («,g) € (H ! F) ! G), to znaczy
a € (HUF)X, g € G. Z defnicji FX jest zbiorem wszystkich funkcji z X w F, czyli w
szczegOlnodci f = ma € FX (gdzie 7y jest rzutem na drugg of). Podobnie w HY %X
jest zbiorem wszystkich funkcji z Y x X w H, zatem w szczegdlnosci funkcja:

h: Y xX—>H
(y,2) = m(a(z))(y)
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gdzie 7, jest rzutem na pierwsza o, jest elementem HY *X. Zauwazmy, ze V(h; f, g) =
(cr, g). Wobec dowolnosci (a, g), ¥ jest "na”. PokazaliSmy zatem, ze W jest izomorfi-
zmem.

Przejdziemy teraz do uzasadnienia, ze ¥ zachowuje dzialanie grupy H ¢ (F 1 G) na
zbiorze Z x Y x X. Ustalmy dowolne (z,y,z) € Z xY x X, (h; f,g) € H (F1G).

Wéwezas:

(hi f,9) - (z,y,2) = (M((f, 9) - (4. %))z, (f. 9) - (y,2)) = (M(f(g2)y, g2)z, f(g2)y, g).
7, drugiej strony
V(h; f,9) = (0,9) - (z,y,2) = (0(g2)(2,9), 92) = ((h, (f(92)) (2, y), g) =
(h(f(gz)y, g7)2, f(97)y, gx),
a wiec dziatanie jest zachowywane. O

W dalszej czesci bedziemy rozwazaé ciag wielomiandéw o wspotczynnikach wymier-
nych (f,)n<w zdefiniowany nastepujaco:

f1<l’) = I2 + 2

fn—l—l(x) = fn(fl(x))

Niech dodatkowo ¢, = f,(0), Ky = Q, za$ K, 41 bedzie ciatem rozktadu wielomianu
fns1 nad ciatem K,,. Zauwazmy, ze ciag ciat (K,)32, jest wstepujacy. Ponadto dla
kazdego n < w, Q C K, jest rozszerzeniem Galois.

Uwaga 8.5. Wprost z definicji (f,)n<o otrzymujemy, ze dla dowolnego k& < n,
filfk(2)) = ful) = fai(fi(2)).

Uwaga 8.6. Dla kazdego n < w, f,(x) jest moniczny.

Dowéd. Indukcja wzgledem n. Dlan = 1, f,,(z) = 2 +2, czyli uwaga jest prawdziwa.
Zatézmy, ze n > 1 i uwaga jest prawdziwa dla wszystkich k& < n. Niech f, 1(x) =
2n71

> bir'. Z zalozenia indukcyjnego bon-1 = 1. Zauwazmy, ze f,(z) = fo_1(fi(z)) =
i=0

b))+ b AT =S A+ b S (2 @ =
=0 1=0 7=0

277.—1

2n—2 : an—1
L t(h@) +bea & (% 0

wyzszej sumy, to jedyny w ktérym wystepuje 22" i z zalozenia indukcyjnego bgn—1 = 1.
Pokazalismy zatem, ze f,, jest moniczny. O]

) (22)2" 92 + byus (2n_1> z?". Ostatni skladnik po-

Uwaga 8.7. Dla kazdego n < w, f, jest nierozktadalny nad Q.

Dowaéd. Przez indukcje wzgledem n sprawdzimy, ze f,, spetnia zatozenia kryterium
Eisensteina dla p = 2. Dla n = 1, f,(z) = 2% + 2, a wigc sa one spetnione. Ustalmy
wiec, ze n > 1 i dla kazdego k < n, fr spelnia wyzej wymienione zalozenia. Niech
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on ) 2n—1 ) 2n—1 )
fo(z) = X aia® oraz f, 1 = ¥ bix'. Zauwazmy, ze wtedy f,(z) = X bij(2? +2)" =
i=0 i=0 i=0
on—1 i

N i o 20Tt . , . .
> bi 2 (;) 2220790 = S b;(2% 422207 4. 4 2172 4 28). W powyzszej sumie
=0 j=0 =0

dla kazdego i < 2", kazdy wspoélczynnik wystepujacy przy a' jest podzielny przez
2, a wiec a; jest podzielny przez 2. Ponadto 2 nie dzieli asn, poniewaz z wczesniej-
szej uwagi f, jest moniczny. Pozostaje sprawdzi¢, ze 4 nie dzieli ag. Zauwazmy, ze
ra(ao) = ra(fn(0)) = ra(fu_1(2)) = ralbo + 2by + --- 4 27" "bon-1) = 74(by), zatem
korzystajac z zalozenia indukcyjnego ry(ag) # 0. PokazaliSmy wiec, ze f, spelnia
zalozenia kryterium Eisensteina dla p = 2, zatem f,, jest nierozkltadalny nad Q. [

Whniosek 8.8. Dla kazdego n < w, f, jest rozdzielczy nad Q.

Uwaga 8.9. Przez Z, bedziemy oznaczaé (Za, +2). Dziatanie Zy na zbiorze {0,1}
bedzie dane przez dzialanie Zs na Zs przez translacje.

Ustalmy dowolny 1 < n < w. Niech aq,...,asm-1_1; beda parami réznymi pier-

wiastkami f,, | oraz bg,...,ben_1 beda parami réznymi pierwiastkami f,. Zauwaz-
n—1_

my, ze f, = Il (2°+ 2 — a;), stad dla kazdego a; oraz dla kazdego € € {0, 1},

=0

(—1)V/a; — 2 jest pierwiastkiem f,. W ten sposéb kazdy b; mozna jednoznacznie
przestawic jako pare (i;,¢;), taka ze b; = (—1)9,/a;; — 2.

Rozumujac rekurencyjnie dostajemy naturalne utozsamienia miedzy zbiorami
{bo,...,ban_1}, {0,...,2" =1}, Zy x {0,...,2" 1 =1}, Z% oraz {0,...,2" 1 =1} x Z,
zadane przez:

. . J J ./ /
bj =] (€j72j) = (607 s 76n—1) = (Zjaej)
dla odpowiednich €, ... ¢, € Z,, gdzie i; odpowiada ciagowi (e, ..., €], _5) oraz
V|
€=,y

Rekurencyjnie definiujemy ciag grup (G, {0, ...,2" — 1}) nastepujaco:
G1 = ZQ
Gr = G U1y 7 dziataniem (g, €) -, j = (g(€€]) n—1 7}, €1 €;).

Dla uproszczenia notacji w dalszej czesci +5 bedziemy pomijac, jesli z kontekstu
bedzie wynikaé, ze wykonujemy dziatanie w grupie (Zz, +2).

Uwaga 8.10. Dla kazdego n < w, |G,,| = 22" ' +2"*+.+2+1
Dowdéd. Przeprowadzimy indukcje wzgledem n. Jedli n = 1, to |G| = |Zy| = 2.
Zatézmy wiec, ze n > 1 i dla kazdego k < n teza zachodzi. Wowczas |G,| =

[ENRYAIES 2(22n_2+2n_3+"'+2+1)2 _ 92" 142n T2 4241 O

W dalszej czesci, dla dowolnej grupy G, przez G oznaczaé bedziemy G/[G, G].

s

Lemat 8.11. Dia kazdego n < w, G® = [] Z,.
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Dowdd. Indukcja wzgledem n. Jesli n = 1, to G,, = Z,, a wiec jest grupa abelows,
zatem G =~ 7.

Niech n > 1 i zalézmy, Ze lemat zachodzi dla k < n. Dowolny element (f,€) € G,,,
taki ze f(0) = g, f(1) = h, mozemy przedstawi¢ jako (g, h; €). Pokazemy najpierw, ze
dla kazdego g € G, 1, (9,97%0) € (G,)". Ustalmy dowolny g € G,_;. Zauwaz-
my, ze wtedy (g,97"0) = (e, 5 1)(e;g;1) = (e,e;1)(97",e;0)(e,e;1)(g,€;0) =
(e;e;1) (g7, e;0)(e,e51) (g7, e;0) 71, a wice (9,971 0) € (Gr).

Rozwazmy epimorfizm

v Gn—l ! ZQ — sz—l X ZQ
(90, 915 €) = (9091(Gn-1)', €).

Pokazemy, ze ker ¥ = (G,,)’. Ustalmy dowolny (go, g1; €) € ker ¥. Wtedy € = 0 oraz
gog1 € (Gn_1)', to znaczy gogi = aba=1b~! dla pewnych a,b € G,,_1, astad (gogi,¢;0) =
(a,e;0)(b,e;0) - (a,e;0)7 (b, e;0)7t € (Gn).

Powyzej sprawdzilismy, ze (g1,97%:0) € (G,), stad (g0,01;0)(G,) =
(90, 9150) (g1, 91 1:0)(G)', a wiee (9o, 61;0)(Grn) = (gog1,€;0)(Grn)' = (Gy)'. Wobec
dowolnosci (go, g1,€) € ker ¥, otrzymujemy ker ¥ C (G,,)".

Ponadto G,/ker¥ = G% x Z,, jest abelowa. Stad ker¥ = (G,) oraz

n—1
G, /(G,) = G% | x Z,. Dodatkowo z zatozenia indukcyjnego G% |, = [] Zs, zatem
i=1

I

G = 1] Z,. O
i=1

Lemat 8.12. Dla kazdego n < w, istnieje izomorfizm grupy Zs ! Gy, w grupe G, ! Zs
zachowugjgcy dzialanie Zy ! Gy, na zbiorze {0,...,2" " — 1} zadane przez (f,g) - j =

(f(gij)ej, gij) (gdzie (ij,€;) jest parg odpowiadajgcg j w sposcb opisany powyzej).

Dowdéd. Przeprowadzimy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 zachodzi G,1Zy = Z1 7 =
Zs ! Gy,. Pozostaje sprawdzié, ze dla dowolnych (f,€) € Zy 1 Zs oraz j € {0,...,3},
(f,€) 27 = (f,€)-j. Ustalmy wiec dowolny j € {0,...,3}, ktéry w opisany powyzej
sposob utozsamiamy z (ij,€;) oraz (¢},4;). Zauwazmy, ze (ij, ¢;) = (€},1}). Wowczas,
dla dowolnego (f,€) € Za, (f,€)-2j = (f(e€))i}, ec;) = (f(eij)e;, €iz) = (f,€) - j, a wige
dla n = 1 lemat zachodzi. Zat6zmy wiec, ze n > 1 i dla kazdego k < n lemat jest
prawdziwy.

7 zalozenia indukcyjnego mamy pewien A : Zo ! G, =N Gn_1 1 Zs zachowujacy
dzialanie Zs ! G,_1 na zbiorze {0,...,2" — 1}. Z lematu 8.2. Zy 1 (G101 Zo) = (Zs?

G._1) 1 Zy zachowujac dzialanie, zatem wystarczy pokazaé, ze

U: (Zot Groa) 0Ly — (Grea VZ2) 1 Ly
(f.€) = (Af,€)
gdzie Af jest zlozeniem funkcji, jest izomorfizmem zachowujacym dziatanie
(Z2 1 Gp_1) 1 Zy na zbiorze {0,..., 2" —1}.

Sprawdzimy, ze ¥ jest réznowartosciowa. Ustalmy dowolne (fi,€1) # (f2,€2) na-
lezace do (Zs 1 G—1) U Zo. Bez straty ogdlnosci niech €1 = €3, woéwczas istnieje € € Zs
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taki, ze fi(e) # fa(e). Przypomnijmy, ze A jest w szczegdlnosci réznowartoscio-
wa, stad A(fi(e)) # A(fa(€)), a wiec Af; # Afy, czyli V((f1,€e1)) # V((f2,€2)).
Oczywiscie U jest "na”, poniewaz dla dowolnego (f,e) € (Gn—1 1 Zs3) ! Zgy, mamy
(A7Vf €) € (Za 1 Gr1) V Zs.

Pokazemy, ze ¥ jest homomorfizmem. Ustalmy dowolne (f1, €1), (f2, €2) nalezace do
(221G 1 Vg, wowezas W((f1, €1)(f2, €2)) = Y(fi(e1- f2), e162) = (A(filer- f2)), e1e2) =
(Afik(er - fo), €1€2), gdzie ostatnia réwnosé zachodzi, poniewaz A jest z zalozenia
indukcyjnego homomorfizmem.

Z drugiej strony W ( f1, 1)U (fa, €2) = (Af1,€1)(Afa,€2) = (Afi(e1-Afa), €1€2). Oczy-
wiscie dla dowolnego € € Zy zachodzi €1 - Afs(€) = A(fa(e7re)) = Aler - f2)(¢), zatem
U jest homomorfizmem.

Pozostaje sprawdzi¢, ze W zachowuje dziatanie (Zs ! G,_1) ! Zs na zbiorze

{0,...,271 — 1}
Ustalmy dowolne j € {0,...,2"" — 1} oraz (f,€) € (Zy 1 G,_1) ! Zy. Wowezas
U(f,e)-j = (Af,e)-j = (Af(eej) - ij,€€;). Z zalozenia indukcyjnego A zachowuje
dziatanie, a wiec (Af(e€j) - ij, €€;) = (f(e€;) - ij,€€5) = (f,€) - J.

Pokazalismy wiec, ze Zo ! G, = G, 1 Zo zachowujac dziatanie. O]

Twierdzenie 8.13. Dia kazdego n < w, Gal(K,,/Q) zanurza si¢ w G,, z zachowaniem
dziatania na zbiorze {0,...,2" — 1}.

Dowdd. Indukcja wzgledem n. Dla n = 1 oczywiscie Gal(K,,/Q) = Z, zachowu-
jac dziatanie, zalézmy wiec, ze n > 1 i twierdzenie jest prawdziwe dla k < n.
W opisany wcze$niej sposéb utozsamiamy zbiér pierwiastkéw f,, ze zbiorem par
{(e,1) : 0 < i < 2" —1,0 < e < 1}. Zauwazmy, ze dla kazdych r < k < w do-
wolny o € Gal(K}/Q) permutuje pierwiastki f,, wiec o mozemy w naturalny sposéb
traktowaé jako permutacje zbioru {0,...,2" — 1}.

Ustalmy dowolny o € Gal(K,/Q), Q <C K, ; jest normalne, a wiec
olk, , € Gal(K,_1/Q). Ponadto, dla ustalonego i, o wyznacza o; € Zy W naste-
pujacy sposob

o(e,1) = (046, 0|k, 1) (= (o€, 01)).

Wéwcezas w naturalny sposéb o wyznacza permutacje zbioru

{(,i): 0<i< 2" =1,0<e< 1}

Rozwazmy:

U: Gal(K,/Q) — Zy1 Gal(K,_1/Q)

g = (O—’Kn—l : 907 O_lKn—l)'
Gdzie:
05: {0,...,2" 1 — 1} — Zy

1+ 0;.
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Sprawdzimy, ze ¥ jest homomorfizmem. Niech o, 7 € Gal(K,,/Q).

U(or) = ((07)|Koer * Oors (07)|Kc,21), & W(0)U(T) = (0]k,oy b0y Olrc,o ) (T]Kms -
0r,7li) = (0lk, s - 000,y - (TlEoy - 05)), (07)| k)
Ustalmy dowolny 0 < i < 2! — 1, wtedy

((o7)

(01kr 00 (0li0 s (7] -02))) () = O (07 (D) (T]k,my - 02 (071(0)) = Oo1(i)T(om)-10)-

Kno1 *0om) (1) = (0T) (or)-1 ()

Zauwazmy, ze dla kazdego € zachodzi

(o7)(€, (07) (1) = 0 (T(ar) 1) (€), T(07) 7H(4)) = 0 (T(or)-1(€), 0 7H(P)) =
(05-1(5) (Tior) 1 (€)), 9)-

Z drugiej strony (o7)(e, (07)71(4)) = ((67)(or)-1(3)(€), %), stad ¥(oT) = V(o) ¥(7),
a wiec ¥ jest homomorfizmem.

U jest monomorfizmem, poniewaz V(o) = id wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej
pary (i,€), 0(i) = ¢ oraz 0; = 0 (rbwnowaznie, o;e = €), co jest rownowazne o = id,,.

Sprawdzimy, ze ¥ zachowuje dziatanie. Ustalmy dowolny o € Gal(K,/Q) oraz
j€{0,...,2" — 1}, ktéremu odpowiada para (¢,i). Wtedy o - j = (6,(i)¢, 01).

Z drugiej strony V(o) - j = (0|k,_, - 0o, 0|k, ,) - (6,1) = (05(i)€, 0i). Zatem ¥
zachowuje dziatanie. Przejdziemy do pokazania, ze Zs ! Gal(K,_1/Q) zanurza sie w
79! Gp—1 zachowujac dziatanie na {0,...,2" — 1}.

Przypomnijmy, ze z zalozenia indukcyjnego istnieje T' : Gal(K,,_1/Q) — G,_1,
monomorfizm zachowujacy dziatanie na zbiorze {0, ...,2""! — 1}. Rozwazmy:

AZ Zg l Gal(Kn_l/Q) — ZQ i Gn—l
(6,0) — (6,T(0)).

Oczywiscie A jest réznowartosciowa, poniewaz ' jest roznowartosciowa.

Sprawdzimy, ze A jest homorfizmem. Ustalmy dowolne (61, 071), (02, 02) nalezace
do Zy ! Gal(K,-1/Q). Wyliczamy, ze A((01,01) - (62,02)) = A(b1(01 - 02),0102) =
(01(01 - 02),T(0102)).

Z drugiej strony A(6y,01)A(02,02) = (01(I'(01) - 62),(0109)). Zauwazmy, ze zato-
zenia indukcyjnego dla dowolnego i € {0,...,2" ' — 1}, o7 = (o7 ")i = ['(01) 7%,
a wige dla kazdego i € {0,...,2"1 — 1}, 0,(T(01) - 09)(i) = O1(0y - 02) (7). Zatem A
jest homomorfizmem.

Pokazemy, ze A zachowuje dziatanie. Ustalmy dowolne j € {0,...,2"—1}, ktéremu
odpowiada para (¢,7) oraz (0, 0) € Zo1Gal(K,_1/Q), wtedy (0,0)-(¢,1) = (0(ci)e, o1).

Z drugiej strony A(6,0)-(€,1) = (0,T(0))-(e,7) = (0(T'(0)i)e, I'(0)i) = (0(oi)e, oi),
a wiec dziatanie jest zachowywane.

Pokazalismy, ze AV : Gal(K,,/Q) — Zy ! G,,_1 jest zanurzeniem zachowujacym
dziatanie na zbiorze {0, ...,2"—1}, co w polaczeniu z lematem 8.12. dowodzi istnienia
zanurzenia Gal(K,/Q) w G,, zachowujacego dziatanie. O

Whniosek 8.14. Dla kazdego n < w, Gal(K,11/Q) = G411 wtedy i tylko wtedy, gdy
Gal(K,/Q) 2 G, i [Kn1 @ K] = 22",
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Dowdd. Ustalmy dowolny n < w.
— : 7 zalozenia Gal(K,+1/Q) = G411, czyli z uwagi 8.10., |Gal(K,4+1/Q)| =
922" 44241 7 tyierdzenia 8.13., Gal(K,/Q) zanurza sie w G, zatem

| Gal(K, /Q)] < 274274240 Wowezas (Ko < K] = Tl = gl >

n

22" 7 drugiej strony, fuoii(z) = I (2? + 2 — a;) gdzie aq,...,a0n_1 € K, sa pa-
=0

rami réznymi pierwiastkami f,, a wiec K,y = K,(Vao — 2, ...,/agn_1 — 2), czyli
(K1t K] <22,

Mamy wigc, ze [K, 11 : K| = 2%, stad | Gal(K,,/Q)| = % = 92" A2
czyli zanurzenie Gal(K,,/Q) w G, jest izomorfizmem.
< : Z twierdzenia 8.13., Gal(K,1/Q) zanurza sie w G, 1, czyli wystarczy pokazad,
ze | Gal(Kp1/Q)| = 92" +2" 4241

Zauwazmy, ze | Gal(K,,1/Q)| = | Gal(K,/Q)| - [Kpy1 : K] = (22n—1+2n_2+_“+2+1).
92" _ 92" 42" I 4241 ]

Przejdziemy teraz do pokazania, ze powyzsze zanurzenie grupy Gal(K,/Q) w G,
jest izomorfizmem.

Lemat 8.15. Zaloimy, ze (M, +) jest Zo-modulem, a G jest 2-grupq, dla ktdrej dane
jest dziatanie ¢ : G — Aut(M,+). Wtedy M # {0}.

Dowdd. G jest 2-grupa, a wiec z definicji |G| = 2", przy czym n > 0. Przeprowadzimy
indukcje wzgledem n.

Niech n = 1, tj. G = (o), gdzie o jest rzedu 2. Ustalmy dowolne 0 # m € M.
Zatozmy, ze m ¢ MY. Wtedy o -, m # m, zatem 0 -4 (0 -y m+m) =m+ 0 -y m =
o-sm—m#0.

Pokazalismy zatem, ze 0 # o -3 m +m € MY to znaczy lemat zachodzi dla
n = 1. Zatézmy teraz, ze n > 11 lemat jest prawdziwy dla k < n. G jest 2-grupa, a
wiec istnieje jej wlasciwy, nietrywialny dzielnik normalny H < G. Wtedy z zalozenia
indukcyjnego M* jest nietrywialny.

Zauwazmy, ze réwniez G/H jest 2-grupg. Ustalmy dowolne o1, 09 € G,m € M*.
Zatozmy, ze o1 H = 0o H, wtedy o1 = 097 dla pewnego 7 € H i 0y g m = 027 ¢y m =
o9 - M, czyli mozemy zdefiniowa¢ dzialanie ¢ indukowane przez ¢ nastepujaco:

¢0: G/H — Aut(M" +)
oH — ¢(0).
7 zatozenia indukcyjnego (MH)4/H £ {0}.
Pokazemy, ze (M™)G/ = MC. Jedlim € MY, to oczywiécie m € M ¥ i dla dowol-
nego gH € G/H, gH -, m = g-gm =m, czyli m € (MH)9/H W druga strong, jesli

m € (MH)G/H to dla dowolnego g € G, g-ym = gH -, m = m, stad m € MY, zatem
MY = (MH)S/H £ {0}, O

W dalszej czesci rozdziatu, dla dowolnego ciala K przez K? bedziemy oznaczaé
zbior kwadratow w K.

Lemat 8.16. Dia kazdego n < w, [K, 11 : K,] = 2% < c,.1 ¢ K2
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Dowaod. Ustalmy dowolny n < w. Niech ag,...,a9n — 1 € K, bedg parami réznymi

n__

pierwiastkami f,,. Wowczas ¢,11 = f(2) = IT (2 — a;).

1=0

< : Zalézmy, ze ¢, ¢ K?2. Poniewaz K1 = K,(vag—2,...,y/azm_1 — 2), na

mocy lematu 4.6., wystarczy pokazac, ze ag — 2, ..., aon_1 — 2 sg 2-niezalezne w K.
21
Zauwazmy, ze [[ Zs jest Zo-modutem przy mnozeniu przez elementy pierscienia
=0

zdefiniowanym jako:
€ - (do, e ,d2n71> = (6 ) dg, c..,€09 dQn,l).

Rozwazmy zbior:

2" —1 2" —1

V = {(do, ...,dgn_l) S H ZQ : H (CLi - 2)[1Z c Ki}
1=0 =0
2"—1

Sprawdzimy, ze (V,+) jest podgrupa H Zs. Oczywiscie (0,...,0) € V, poniewaz

2n—1

(0,...,0) € Tl Zyoraz 1 e K2. Ustalmy dowolne (dy, . .., dsn_1), (co,...,con_1) €V,
i=0
on 1 on_1
wtedy (do — co, ..., don_1 — Con_1) € H Zsy. Ponadto jesli ] (a; — 2)% = k¥ oraz
i=0
2TL_1 27L
I1 (a; — 2)% = k2 dla pewnych ky, ky € K,, to H (aZ — )t~ = (kb ky')? € K2.

i=0
Zatem (do, ... ,don_1)—(Coy...,con_1) EV. Pokazahsmy wiee ze (V, +) jest podgrupa
277.

H Zs. Dodatkowo zauwazmy, ze dla dowolnych € € Zy,d € V, e-d € V, zatem (V, +)
=0

jest w szczegblnosci Zo-modutem.
Zatézmy nie wprost, ze V jest nietrywialny. Zauwazmy, ze na mocy twierdzenia
8.13. Gal(K, /Q) zanurza sie¢ w 2-grupie. Ponadto permutacje wspéhrzednych d € V
zadane przez dziatanie Gal(K,/Q) na zbiorze {0,...,2" — 1} indukuja dzialanie
¢ : Gal(K,/Q) — Aut(V,+). Z lematu 8.15. otrzymujemy, ze VS En/Q) jest nie-
trywialny, to znaczy istnieje pewien (0,...,0) # (do,--- ,dan_1) € V, taki ze dla
kazdego o € Gal(K,/Q), (dyo,-..,dyan—1) = (do,...,don_1). Wtedy dla kazdego
0<i<yj<2"—1,d;=dj, czyli (do,...,don_1) = (1,...,1). Z definicji V oznacza to,
7 Cpiy = Q'Hl(ai — 2) nalezy do K2, co daje sprzeczo$¢ z zalozeniem, ze c,,1 ¢ K2.
Wobec teg(l) 10/ jest trywialny, czyli ag — 2...,asm_1 — 2 sa 2-niezalezne w K,,, zatem
z lematu 4.6. [K,,, : K,] = 2%".
— : Mamy, ze K,, 11 = K,(V/ao — 2, ...,/asn_1 — 2) oraz dla kazdego 0 < i < 2"—1,
a; — 2 € K, czyli [K,yq @ K] < 22"

Zat6zmy nie wprost, ze ¢, 11 € K2 Wtedy v/ag — 2 = \/m%l_lll(\/ai —2)"! nale-

zy do K,(vay —2,...,\/agn_1 —2). Wowczas K, 1 = K,(va; —_2, oo agn_1 —2),
]

to znaczy [Kny1 : K, < 22", sprzecznosé.

Lemat 8.17. Niech Gal(K,/Q) = G, a ¢, ...,c¢, bedg 2-niezalezne w Q. Wowczas
dla kazdego q € Q jesli q,c1, ..., ¢, 5@ 2-niezalezne w Q, to q ¢ K2.
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Dowéd. 7 zalozenia i na mocy lematu 8.11., Gal(kK,/Q)%* = ﬁ Zs. Niech L be-
i=1

dzie najwiekszym rozszerzeniem abelowym Q wewnatrz K,. Z uwagi 6.4. wiemy, ze
Gal(K,/Q)% jest izomorficzna z Gal(L/Q), a wigc najwigksze rozszerzenie abelowe
Q C L w K, jest stopnia 2" (lemat 3.11.).

Z zaltozenia c¢q,...,c, sa 2-niezalezne w Q, a wiec z lematu 4.6.

Q( /1, s \/Cn) ] = 2". Dodatkowo cy,...,¢, € Q, wiec Gal(Q(\/c1, ..., /¢n)/Q)
jest izomorficzna z H Zy. Stad Q C (@(\/_1, ...s1/Cn) jest rozszerzeniem abelowym
stopnia 2", zatem Q(\/_l, s y/fCn) =

Zalozmy a.a., ze ¢ € K2, to znaczy \/6 € K,,. Wowezas Q C Q(y/c1, ..., v/Cn) (/1)
jest rozszerzeniem abelowym zawartym w K, i skoro Q(y/c1, ..., \/¢n) najwicksze takie,

to \/q € Q(y/C1, ..., v/Cn), czyli w szezegdlnosci [Q(\/c1, ..., /Cn, /q) : Q] < 2", Stad

na mocy lematu 4.6. ¢y, ..., ¢,, ¢ sa 2-zalezne w Q, co jest sprzeczne z zatozeniem. [
Zanim przejdziemy dalej, przypomnijmy ze funkcja Mobiusa nazywamy

p: Nt — {-1,0,1},

1, gdyn=1
pu(n) =<0, gdy istnieje liczba pierwsza p, taka ze p*|n
(—=1)", gdy n jest iloczynem r parami réznych liczb pierwszych.

Ponizej sformutujemy podstawowe wtasnosci u, ktore bedziemy wykorzystywac.

Fakt 8.18. Dla dowolnego n € N*,

din 0, w przeciwnym przypadku.

Dowdéd. [9] 6.6. O
Fakt 8.19. (Wzdr Mébiusa) Zaléimy, ze f,g: NT — C. Wéwczas

=1l 9(d) <= g(n) =[] fd)"/?.

din dln
Dowdd. [8] 3.5. O

Lemat 8.20. Istnieje cigg liczb calkowitych parami wzglednie pierwszych (b,)52 , taki

ze dla kazdego n < w, ¢, = [] bg.
dln

Dowdd. Ustalmy dowolny n < w i niech b,, = [] cs("/ d), gdzie p jest funkcja Mobiusa.
dln
Wowczas ze wzoru Mobiusa ¢, = [[ by. Sprawdzimy, ze b, € Z, to znaczy pokazemy,
dln

ze dla kazdej liczby pierwszej p, v,(b,) > 0, gdzie v, jest waluacja p-adyczna.
Ustalmy dowolna liczbe pierwsza p, dla ktérej istnieje s < w, taki ze p dzieli c;.
Niech [ bedzie najmniejszym takim indeksem i e := v,(¢;) > 0. Zauwazmy, ze dla
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dowolnego k < w, jesli I dzieli k, to dla pewnego d € Z, mamy rpe(cg) = rpe(ciq) =
e (fa0)) = 1y (ia ot (O) = 1ye (Frann(e) = 7 i 10(0) = e (o)) =
.= 1pe(f1(0)) = rpe(er) = 0, a wtedy oczywiscie p® dzieli ¢;. Ponadto p*™' dzieli
¢ 1 dla kazdego n < w, f,, € Q[z?]. Zatem rpe+1(ck) = rperi(ca) = rper1(f1a(0)) =
Tt (fa—nu(c)) = rpess (fa—11(0)) = rpess (faon(ar)) = -+ = rper(c) # 0.

7, drugiej strony jesli p dzieli ¢, to [ dzieli k, poniewaz w przeciwnym przy-
padku k£ = Ils + r dla pewnych s > 0,7 > 0, r < [ oraz 7pe(cx) = 7p¢(fr(0)) =
Tpe (fis+r(0)) = rpe(fr(fis(0))) 1 powtarzajac wezesniejsze rozumowanie otrzymamy,
ze Tpe(fr(f15(0))) = 7rpe(c,). Z minimalnosci [ dostajemy, ze ry(c,) # 0, a wiec takze
rp(cx) # 0.

Pokazalismy zatem, ze dla dowolnego k£ < w

(ce) e, gdy [ dzieli k
(k) =
AT 0, w przeciwnym przypadku.

Zauwazmy, ze wtedy z definicji by, v,(b,) = v,(I] /D) = va(cg(n/d)) =
dln dln
%u(n/d)vp(cd) = d%: p(n/dl)v,(ca) = d%: eu(n/dl) = ed%: p(n/dl), a wigc z 8.18.

otrzymujemy

(b2) e, gdyl=n
Up(by) =
b 0, w przeciwnym przypadku.

Zatem v, (b,) > 0 1 dla kazdego b; # b;, p nie dzieli b;. Wobec dowolnosci p, b, € Z i
dla kazdego i # n, b;, b, sa wzglednie pierwsze. O

Lemat 8.21. Dla kazdego n < w, jesli zdefiniowane powyzej by, ...,b, ¢ Q? oraz
Gal(K,-1/Q) =2 G, 1, to Gal(K,/Q) = G,,.

Dowdéd. Pokazemy, ze cq, ..., ¢, sa 2-niezalezne w Q. Zaltdézmy a.a., ze cq,...,¢, sa 2-

zalezne w Q. Niech 1 < j < n bedzie najmniejszym indeksem, dla ktérego ¢y, ..., ¢;

s 2-zalezne. Rozwazmy dowolne a4, ..., a; € Z, ¢ € Q zaswiadczajace o 2-zaleznoSci

c1,...,¢; (w szczegblnosci nie wszystkie a; sa parzyste). W przypadku, gdy 2|a; za-
aj—1 ¢

chodzi ci'...c;”)' = T € Q% Z minimalnosci j, dla kazdego 1 < i < j — 1, 2 dzieli
%

a;, sprzeczno$é. Z drugiej strony, zauwazmy, ze ¢* = bi* [[ b3*... [T by = b7’ 11 b?; dla
d|2 d|j i;,‘é]j
pewnych a; € Z. Przypomnijmy, ze b; sa parami wzglednie pierwsze i b ¢ Q?, a wigc
2 dzieli a;, sprzecznos¢. Zatem cy, ..., ¢, s 2-niezalezne w Q, czyli z lematu 8.17. (z
ktorego korzystamy tutaj dla n—1 w miejsce n oraz ¢ := c¢,) ¢, & K2, a wigc z lematu
8.16. [K, : K,_1] = 22" Mamy wiec, ze Gp,_1 = Gal(K,_1/Q) i [K, : K,_1] = 2",
zatem z wniosku 8.14. Gal(K,,/Q) = G,,. O

Przejdziemy do pokazania, ze dla kazdego n < w, Gal(K,,/Q) = G,,. Na mocy powyz-
szego lematu wystarczy sprawdzié, ze zaden z b; nie jest kwadratem w Q.
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Rozwazmy ciag wielomianéw (g, )n<. zdefiniowany rekurencyjnie w nastepujacy
sposob:
91(2) = 22" + 1, gni1(2) = gu(92(2))(= g1(9n()))-

Niech dodatkowo 7, := ¢,(0) oraz m,, := v, + Ynt1-
Uwaga 8.22. Dla kazdego 1 < n < w, r3(7,) = 3 i rg(m,) = 6.

Dowdd. Réwnosé rg(m,,) = 6 wynika natychmiast z pierwszej czesci uwagi. Dla n = 2
mamy -, = 3, zal6zmy wiec, ze n > 2 i dla wszystkich k& < n, rg(7;) = 3. Obliczamy
rs(yn) =1s(27n_y +1) =7s(297y) +s 1 =2+51=3. 0

Uwaga 8.23. Dla kazdego n < w, ¢, = 27,.

Dowdd. Dla n = 1 mamy ¢, = f,(0) = 2 = 2g,(0) = 2v,. Zalézmy, ze n > 1 oraz
uwaga jest prawdziwa dla wszystkich k < n. Wéwczas ¢, = fi(fn-1(0)) = fi(cn-1) =
fi2ma1) = 1)’ +2=2(275, + 1) = 2. O

Z powyzszej uwagi otrzymujemy, ze w szczegolnosci dla kazdego n < w, vy, > 0.
Definiujemy ciag (3,)n<w nastepujaco:

n/d
By = [,
d

Z uwagi 8.23. dostajemy dodatkowo, ze dla kazdego k < w,

S u(k/d)
b =[] Cg“f/d) _ H(Q%)#(k/d) =11 ou(k/d) 11 vﬁ(k/d) _ o B = 28, = By,
dlk d|k dlk dlk

a wiec z lematu 8.9. mamy, ze (5,)n<w C Z.

Lemat 8.24. Dla kazdej liczby pierwszej p > 2, r4(p) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje n € 7, taka ze p dzieli n® + 1.

Dowdd. [9] 5.5. O
Lemat 8.25. Dia kaidego 1 <n < w, 3, ¢ Q%

Dowdd. Ustalmy dowolne 1 < n < w. Niech pi'...pS" bedzie rozktadem n na czynniki
pierwsze, n' :=py...p., k:=n/n'.
Z definicji g; € Z[2?], stad 1y, (V1) = Ty (91(96)) = Ty (91 (=Vk1)) = Ty (91 (1)) =
Ty, (Yet2) =+ = Tm, (Y2k), t0 znaczy rm,, (Yor) = Tm, (—). Ponadto dla dowolnego
1 <l <w, i (v2k) = T (96(0)) = Timg (96(=)) = Ty (g1 (V2k)) = Ty (y30) =
=Ty (k) czyli T, (%kc)l = ka(—%)/-d / »

Wowezas 3, = 174" = TT A" = 4" T 4" Wtedy 8, = ¢,

dn d|n’ 1<d,d|n’
gdzie:
n’ n'/d —u(n'/d
a =" T A b= T va™?,
dedy deJ_
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Jy={dn:1<d,u(n'/d) >0}, J-={dn:1<d,u(n'/d) <0}.

W szczegolnosci § € Z.
> u(n//d)

Z drugiej strony —1 = —(—~y)4" = — I (=)D = — (=) .
djn’

(1) = . e
1<d.dln’

a' = %’j(n/) IT (=) /0 = T (=) 79,
deJ, deJ_

Powyzej pokazaliémy, ze dla dowolnego 1 < [ < w, 7, (Vi) = Tim,(—7k), & zatem
Ty, (@) = T, (a') 0raz 1y, (b) = 1y, (). Ponadto (b,my) =11 (b',my) = 1, poniewaz
skoro my = Yk + Yer1 oraz (Ye, Yer1) = 1, to (k, mg) = 11 (=, my) = 1. Pokazemy,

a/

ze ka(%) - ka(ﬁ)' ,

Niech § = smy + 1 oraz 3 = s'my + 1’ dla pewnych r,r',s,s" € Z, takich ze
0 < rr" <my. Wtedy 1y, (bsmy +br) = rp, (a) = 1y, (a') = 1, (V' s'my + 0'77), czyli
Ty, (0) iy T (1) = Ty, (0') iy, Ty, (7). Wiemy, ze 7, (b) = 7, (b') jest wzglednie
pierwsze z my, a wiec 1y, (1) = 7, (7'), stad 7, (§) = ka(g—,/).

Otrzymujemy zatem, ze r,,, (—1) = 74, (5,). Sprawdzimy, ze —1 nie jest kwadra-
tem w Z,,,, to znaczy pokazemy, ze dla kazdej w € Z, my nie dzieli w? + 1.

Z uwagi 8.22. rg(my) = 6, tj. my, = 8t + 6 dla pewnej t € Z. Zauwazmy, ze 4t + 3
jest niepatrzysta, a wiec ve(my) = 1. Niech plfll ...p'% bedzie rozktadem 4t + 3 na
czynniki pierwsze. Wowcezas dla kazdego 1 < i < s, r4(p)) # 0 oraz r4(p}) # 2.

Zalézmy a.a., ze istnieje w € Z, taka ze my, dzieli w? + 1. W szczegdlnosei oznacza
to, ze kazda liczba pierwsza wystepujaca w rozktadzie my na czynniki pierwsze dzieli
w? 4 1. Zeby dostaé¢ sprzecznosé, na mocy lematu 8.24. wystarczy pokazaé, ze istnieje
1 << s, taki ze ry(p)) = 3. Zauwazmy, ze gdyby dla kazdego 1 <7 <'s, r4(p}) = 1,
to w szczegblnosci r4(pllel1 L pl) =1, ale r4(pllel1 . pl) = ry(4t + 3) = 3, sprzecz-
nosé¢. Otrzymujemy wiec, ze 7y, (8,) = 7m, (—1) nie jest kwadratem w Z,,, , zatem w
szczegOlnosci 3, ¢ Q2. O

Lemat 8.26. Dla kaZdego n < w, Gal(K,,/Q) = G,,.

Dowdd. Dla n = 1 oczywiscie Gal(K,,/Q) = Zy = G, zaltézmy wiec ze n > 11 dla
wszystkich £ < n lemat jest prawdziwy. Z lematu 8.25. otrzymujemy, ze dla kazdego
1 <k <w, b, ¢ Q% Ponadto by = 2 ¢ Q> Dodatkowo z zalozenia indukcyjnego
Gal(K,-1/Q) = G,—1. Woéwczas z lematu 8.21. otrzymujemy, ze Gal(K,,/Q) = G,,.

O

Lemat 8.27. Dla kazdego n < w, G, jest stopnia rozwigzalnosci n.

Dowdéd. Przeprowadzimy indukcje wzgledem n. Dlan =1 GG, = Z,, wiec jest stopnia
rozwigzalnoéci 1. Zalézmy wiec, ze n > 11 lemat jest prawdziwy dla k < n. Zauwazmy;,
ze |“"fa, 1 wioy| = 2, stad Gy, jest rozwigzalna i (G,)' < Gp—1 x {0}.
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Rozpatrzmy homomorfizm dany wzorem:

W Gn — Gn—l
(9079136) = g1.

Niech ¥ = V| (g, ). Przypomnijmy, ze dla kazdego g € G,, (g7, ¢;0) € (G,,)’, ponie-
waz (g71,9;0) = (971, ¢;0) (e, e;1)(g,€;0) (e, e;1) € (G,,). Widzimy wiec, ze ¥’ jest w
szczegblnodci epimorfizmem, poniewaz dla dowolnego g € G,,_1, (97, ¢;0) € (G,)" i
U'((g71,9;0)) = g. Stad i z zalozenia indukcyjnego mamy, ze stopiei rozwigzalno$ci
(G,) jest réwny co najmniej n— 1. Z drugiej strony (G,) < G,_1 x{0} =2 G,_1, wiec
stopien rozwigzalnosci (G,)’ jest co najwyzej rowny n— 1. Stad stopien rozwiazalnosci
G, jest réwny n. O
Niech K = U K,.

nw

Whniosek 8.28. Nie istnieje maksymalne rozszerzenie rozwigzalne ciata Q.

Dowdd. Zauwazmy, ze gdyby istnialo maksymalne (rownowaznie najwicksze, 8.1.)
rozszerzenie rozwigzalne Q, ozn. Q*°", to w szczegélnoéci dla kazdego n < w,
K, C Q" a wicc K, C Q%*%. Wowczas Gal(K,/Q) bylaby rozwiazalna jako
homomorficzny obraz grupy rozwigzalnej Gal(Q*°" /Q). Wystarczy wiec pokazaé, ze
grupa Gal(K,/Q) nie jest rozwiazalna.

Gdyby Gal(K«/Q) byta rozwiazalna stopnia r, to kazda z grup G,, bytaby rozwia-
zalna stopnia co najwyzej r (jako obraz homomorficzny granicy odwrotnej). Z lematu
8.27. mamy jednak, ze stopnie rozwiazalnosci G, daza do oo, a wigc otrzymujemy, ze
Gal(K+/Q) nie jest rozwiazalna. O

Wnhiosek 8.29. Gal(K,/Q) = lim G,

n<w
Dowdd. Przypomnijmy, ze dla kazdej grupy G, istnieje izomorfizm w grupe Zs ! G,
zachowujacy dzialanie G,, na zbiorze {0,...,2" — 1}. Z tego powodu w dalszej czesci
bedziemy utozsamiaé (dla n > 1) G, z Zy ! Gy,_1. Rozwazmy ciag funkcji (g,)5%,
zdefiniowanych w nastepujacy sposob:

gn: ZZ 2 anl - anl

(67 gn—l) = gn—1,

Nastepnie, dla dowolnych k£ < n < w, definiujemy homomorfizm:

Pnk - Gn - Gk

przez ztozenie funkcji gii1, ..., gn, to zZnACZY Yy k = Git1 - - - In-

Rozwazmy zbiér (G, on k) k<n<w, gdzie zbidr indekséw rozwazamy z naturalnym po-
rzadkiem. Zauwazmy, ze wprost z definicji ¢, 5, dla dowolnych &k < m < n < w
zachodzi ¢,k = QPm kPnm, & zatem (G, ©nk)k<n<w jest systemem odwrotnym.
Przypomnijmy, ze na mocy twierdzenia 8.26., dla kazdego n < w istnieje izomorfizm

0, : Gal(K,/Q) = G,
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zachowujacy dzialanie grupy Gal(K,,/Q) na zbiorze {0,...,2" — 1}.
Pokazemy, ze Gal(K.,,/Q) = lim G,,. Ustalmy dowolne k < n < w. Wystarczy

n<w
sprawdzi¢, ze ponizszy diagram komutuje:

Gal(K,/Q) <2 Gal(K,/Q)

| Jo

gdzie 1, i, jest obcieciem automorfizmu do ciata Kj. Przez tatwa indukcje sprowadza
sie to do pokazania przemiennosci takich diagraméw dla &k =n — 1.

Ustalmy dowolny o € Gal(K,,/Q). Pokazemy, ze 0,,_ 10y n—1(0) = @nn-10.(0).
Zauwazmy, ze dla dowolnego | < w, skoro Q C K jest rozszerzeniem Galois oraz
Gal(K;/Q) = G, z zachowaniem dzialania na zbiorze {0,...,2" — 1}, to dla dowol-
nego ¢ # g € G, istnieje a € {0,...,2' — 1}, taki ze ga # a. Zatem dla dowolnych
g,h € Gy jedli dla kazdego a € {0,...,2" — 1}, ga = ha, to g = h, poniewaz w prze-
ciwnym przypadku element e # h~1g stabilizowatby caly zbiér {0,...,2! — 1}. Stad,
aby pokazaé ze 01U n—1(0) = @nn-10,(0), wystarczy sprawdzi¢, ze dla dowolnego
a€d{0,....,2" 1 =1}, 60, 1¥n,1(0)a = ¢, 10,(0)a.

Wezmy dowolny a € {0,...,2""! — 1}. Zauwazmy, ze 0, 11, ,1(c)a = 0|k, _,a.
Z drugiej strony, zauwazmy ze 0,(c) € G,, ma przedstawienie w postaci (f, g,_1) dla

pewnych f € Zéo """ 27 Grag In—1 € Gp_1.
Z twierdzenia 8.13. wynika, ze dla dowolnego a € {0,...,2" — 1}, ktéremu w sposéb
oméwiony wezesniej odpowiada para (¢, 5), € € Zo,j € {0,...,2""1 — 1}, zachodzi:

(fa gnfl)(aj) = (f(gnflj)@gnflj) = (f(enfl(U‘Kn—l)j)@ 9n71<O_|Kn—1)j) =

(f> 9n71<‘7|Kn—1))(67j)7
czyli
en—ldjn,n—l(()—) — 6n—1(0-|Kn,1) = 0n-1 = (Pn,n—len(0->-

Wobec dowolnosei o € Gal(K,,/Q) otrzymujemy przemiennosé diagramu.
Z dowolnosci k,n < w, lim Gal(k,/Q) = lim G, (lemat 2.9.). Mamy wiec, ze

n<w n<w
rowniez Gal(K/Q) = lim G, (3.18.). O

n<w
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