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1 Wstep

Ponizsza praca ma na celu uporzadkowanie i uproszczenie ciagu dowodowego prowadzacego do Twier-
dzenia 2.5.12 z [2], okredlonego w tej pracy jako Twierdzenie 3.12. Twierdzenie to jest tytulowa cha-
rakteryzacja. W tym celu w pracy wprowadzane jest pojecie zbiorow matych bedacych rodzina zbioréw
miary zero o potrzebnych wlasnosciach kombinatorycznych. Poza tym w pracy pojawia sie kilka pod-
stawowych faktéw dotyczacych zbioréw malych.

Wszystkie zawarte w pracy twierdzenia i lematy pochodza z podrozdzialu 2.5 z [2], przy czym
ich dowody czesto zawieraly w tej ksiazce istotne luki i niedoméwienia. Szczegdlnie istotne byto tu
niedoméwienie w dowodzie Twierdzenia 2.5.8 (w tej pracy Twierdzenie 3.8), ktére nie bylo proste do
poprawienia. Dowdd Lematu 3.5 zostal zaczerpniety z [3], zostal tez poddany niewielkim modyfikacjom.

Pojecia uzywane w pracy pierwszy raz pojawily sie w [1].

2 Potrzebne pojecia

Oznaczenia uzywane w tej pracy zostaly zaczerpniete z [2], w tym rozdziale sa one skrétowo przedsta-
wione.

Zbiér liczb naturalnych moze byé oznaczany przez w lub N, przy czym to drugie oznaczenie jest
uzywane przy numerowaniu indekséw. Liczbe naturalng n € w rozumiemy takze jako zbiér {0,1,...,n—
1}, czyli wszystkich liczb naturalnych mniejszych od niej. Kwantyfikatory V>° i 3% beda oznaczaly
odpowiednio ,dla prawie wszystkich” oraz ,dla nieskonczenie wielu”, przy czym sa one uzywane tylko
w odniesieniu do liczb naturalnych.

Symbolem XY oznaczany bedzie zbiér funkeji z Y w X. Gdy & jest liczba kardynalna, wprowadzmy
oznaczenie X <% = Uger X £. O elementach X* mozna tez méwié jako o ciagach. Przez [X]* bedziemy
rozumieli rodzing wszystkich podzbioréw X o mocy « oraz oznaczmy [X]|<" = J,_,[X J¢. Dla ciggu
s € X<“ wprowadZzmy oznaczenie [s] = {f € X¥ : s C f}, czyli zbiér wszystkich rozszerzen ciagu
s do dziedziny w. Dla funkcji f € X4 obcieciem funkcji do zbioru B takiego, ze BN A # () rozumiemy
fIB=fN((ANB)x X).Dla f € X¢ix > ¢ mozna méwié¢ o rozszerzeniach f do &, czyli o ciagach
g € X" takich, ze f = g[¢.

Definicja 2.1. Podziatem zbioru X nazywamy rodzine I C P(X)\ {0} takq, zeVi,j € I inj =10
oraz | JI = X.
Podziat I nazywamy drobniejszym od J, gdy zachodzi warunek Vi € I 35 € J 1 C j.

Podzial T moze zosta¢ ponumerowany w ustalony sposéb. Zapisujemy wtedy I = (It)ier. W po-
nizszej pracy najczedciej rozwazane bedzie indeksowanie za pomoca zbioru liczb naturalnych, wtedy
piszemy (Ip,)nen-

Przez wickszo$¢ ponizszej pracy rozwazany bedzie zbiér Cantora 2¢. Na nim wprowadzona jest
standardowa topologia produktowa, ktérej baza sa zbiory otwarto-domkniete [s] dla s € 2. Na tej

przestrzeni wprowadzona jest tez miara produktowa p, spelniajaca warunek p([s]) = 27" dla s € 2™.



Lemat 2.2. (Borel-Cantelli) [4, Tw. 4.3] Niech (X, 3, u) bedzie przestrzenia miarows probabilistyczna

oraz (A,)22; bedzie ciagiem mierzalnych podzbioréw tej przestrzeni. Wtedy jesli

Z p(An) < oo,
n=1

to zachodzi

p(limsup A,) = 0.

Definicja 2.3. Niech X bedzie niepustym zbiorem. Rodzine I C P(X) nazywamy ideatem, gdy spelnia

ona nastepujgce warunki:
e ANBeldlaA,Bel,
e Bel,gdyBCAiAecl,
e Del,X¢I

Dla idealéw rozwaza sie rézne wspédlczynniki kardynalne odpowiadajace pewnym ich wlasnoéciom,

ponizej bedziemy rozwazaé¢ wspotczynnik pokryciowy ideatu:
cov(l) =min{|A|: ACTA U_A — U[}

W tej pracy bedziemy badali wlasnoéci ideatu zbioréw miary zero N' = {X C 2% : u(X) = 0}.
Dla f,g € w* zdefiniujmy preporzadek f <* g wtedy i tylko wtedy, gdy f(n) < g(n) dla prawie
wszystkich n € w. Z tym porzadkiem zwiazane sa nastepujace liczby kardynalne:

b=min{|F|: FCw’AVgew” If € F f £* g} oraz

d=min{|F|: FCwYAVgew” If e F g<* f}.

Sa to odpowiednio moc najmniejszej nieograniczonej rodziny oraz najmniejszej rodziny dominujacej

w w* z porzadkiem <*.

3 Zbiory malte

W tej pracy prezentowana jest czeSciowa charakteryzacja wspdlezynnika pokryciowego cov(N). W celu
jej wprowadzenia potrzebna jest rodzina zbioréw miary zero o odpowiednich wlasciwosciach kombina-

torycznych. Do tego celu potrzebny nam bedzie nastepujacy lemat:

Lemat 3.1. Przypudémy, ze zbiér G C 2% jest miary zero. Istnieje wtedy cigg (F,, : n € w) taki, ze
F,C2"dlancw, > 2 |F.]-27" <o oraz G C {z €2¥:3%°n zln € F,}.

Dowdd. Skoro G ma miare zero, to istnieje ciag zbioréw otwartych (G, : n € w) pokrywajacy G taki,
ze W(Gp) < 27" dlan € woraz G C

bazowych:

new Gn- Zapiszmy G, jako rozlaczna sume otwartych zbioréw

G, = U [sp] dlan € w,



gdzie dla kazdych n,m € w mamy s”, € 2* dla pewnego k € w.

Przyjmijmy F,, = {s € 2" : (3k,l € w) s = sf} dla n € w. Mamy
SRl < S uG) <1
new new

Jedliz € G, tox € ,c,,
n. A

G,,. W takim razie warunek xz[n € F,, musi zachodzié¢ dla nieskonczenie wielu

Powyzsza reprezentacja zbiorow miary zero ma te wade, ze dziedziny ciagdéw nalezacych do Fj, nie
sg rozlaczne dla réznych n. W celu uzyskania podobnej reprezentacji uzywajacej ciagéw o rozlacznych

dziedzinach wprowadzamy nastepujaca definicje:

Definicja 3.2. Zbidr G C 2“ nazywamy matym, jesli istniejq podzial (I,,)°2, zbioru w na parami

rozlgezne skoriczone zbiory oraz rodzina (J,)22, spelniajgce warunki:
1. J, €2 dla kazdego n € N,
2. GC{zxe2¥:3*°neNzll, € J,} oraz
8.3 e 1] - 271 < o0

Nalezy przy tym zaznaczyé, ze kluczowe sq dla nas zbiory postaci {x € 2 : 3°n € N z[I,, € J, }, ktdre
oznaczamy jako (I, J,)22 . Zbiorami malymi sq takze sq ich podzbiory, lecz w dalszej czesci pracy

najczesciej bedg wyk‘orzystywane zbiory tej postaci.

Z Lematu Borela-Cantellego wynika, ze warunek (3) jest wystarczajacy i konieczny, zeby maly zbior

byt miary zero.

Lemat 3.3. Przypusémy, ze (I}, I}, oraz (I2,J2)2° | sa dwoma zbiorami malymi. Jesli (I1)S,

jest drobniejszym podziatem niz (I12)2° 1, to (I}, J})U(I2, J2), jest zbiorem malym.

n»“n n»“n

Dowdd. Skonstruujmy zbiér maty, ktéry bedzie zawierat zbiory (I}, J})oo ;i (12, J2)2% ;. Jako podzial

przyjmiemy (I2)°°,, a rodzine (J3)°°; zdefiniujemy nastepujaco:

n=1»
JB=T2U{se2™: (FkeN)(I} CI2 A slI} € I} C2m,

Pokazemy, ze (I2,J3)2°, jest zbiorem malym oraz ze zawiera zbiér (I}, J1)oo  U(12, J2)%,
Dla kazdego n mamy J2 C 2In, wiec nalezy sprawdzié, czy > |J3| -2~ I < oo Przy ustalonym

n € N niech A,, = {k € N: I} C I?}. Mamy

STIR 27 B = ST 4 Y (]2l ol = N7 g2 o I § T gt 2 1 <

neN neN keA, neN keN

neN

w przeksztalceniach korzystajac z tego, ze podzial (I1)22; jest drobniejszy niz (I12)°2 ;.

W celu pokazania zawierania wezmy x € (I}, J})°U(12, J2)2° ;. Sa dwie mozliwoci:

n’ n
e e (I}, J})°,, istnieje wtedy nieskoficzenie wiele k takich, ze x|} € J} i dla kazdego z nich
istnieje dokladnie jedno n spelniajace warunek I} C IZ; mamy wtedy z[I2 € J32 dla nieskoficzenie

wielu n, czyli z € (12, J3)22,



o x € (I%,J2)%,, istnieje wtedy nieskonczenie wiele n takich, ze z [I? € J2 i w takim razie
x[I2 € J3, czyliz € (I2,73)>,

Co konczy dowod. A

Whiosek 3.4. Jesli (I}, 1), i (I2,J2)%°, sq zbiorami malymi i istnieje podzial (I3)S°, taki, ze

(I})oe oraz (I2)°, sq drobniejsze od niego, to suma (I}, J})o U (I2,J2)%%, jest zbiorem malym.

n»“Yn n“n

Dowdd. W celu pokazania powyzszego wniosku nalezy postepowac dla obu zbioréw tak, jak w dowodzie

Lematu 3.3 dla pierwszego z nich. A
Do dalszych twierdzen potrzebna nam bedzie nastepujaca wlasnosé:

Lemat 3.5. Przypusémy, ze (I}, J1)22 | i (I2,J2)%%, sq zbiorami malymi. Zachodzi wtedy réwnowaz-

no$¢ nastepujgocych warunkow:

1 (I, Ja)azy S (I3, T30

n»“n n»“n

2. dla prawie wszystkich n € N oraz dla kazdego s € J} istnieje k € N takie, Ze

(o) IyNIZ#0,
(b) Vt € 25 (]I} = s|12) = (t € J2)).

Dowdd. 2. — 1. Ustalmy = € (I}, J1)2 ;. Istnieje wtedy nieskoficzenie wiele n € N takich, ze z[I} € J}.
Dla prawie wszystkich z tych n istnieje k,, spelniajace warunki (a) i (b). Wtedy dla kazdego k,, istnieje
te Ji takie, ze x| I} =t. Co dowodz, ze x € (I2,J2)52,

—2. — —1. Zakladamy tu negacje warunku 2. i skonstruujemy element x € (I}, J})2,\(I12, J2)5o
7 zalozenia wynika istnienie nieskonczonego zbioru Y C N takiego, ze dla kazdego n € Y 1stn1eJe

sp € J} i dla dowolnego k € N spelniajacego warunek I} N I,f # () nie zachodzi zdanie (b), czyli

3t € 2Tk (HIE = S[T2) A (t ¢ J)). (*)

Zmniejszymy teraz zbiér Y do nieskoficzonego zbioru Z = {z, : n € N} w taki sposéb, zeby zaden ze
zbioréw I? nie mial czedci wspélnej z dwoma réznymi zbiorami I} dla n € Z. W tym celu ustalmy

z1 = minY i dalej indukcyjnie
Znpr=min{z €Y :Vi<nVjeN(IINL #£0= 1101 =0)}

dla n > 1. Na kazdym kroku zbior, z ktorego brane jest minimum jest niepusty ze wzgledu na nieskon-
czono$é zbioru Y oraz skoficzono$é zbioréw It i I ,3, wiec zbior Z jest dobrze okreslony.

Trzeba jeszcze ustalié konstruowany x dla m € N spelniajacych warunek I2, N (Unez I}) = (. Dla
takich m ustalmy element #,, € 2/ taki, 7e t,, ¢ J2 (byé moze dla skoficzenie wielu m nie bedzie

mozna tego zrobié, wtedy t,, mozna ustali¢ dowolnie). Ustalmy wiec x € 2¥ nastepujaco:
e x[[} =5, dlanc Z,

o z[(IP\I}) =t,dlan € Z ik e N takiego, ze I} NI? # 0, gdzie t € 213 jest dowolnym elementem

wzietym z warunku (*),



Wtedy dla n € Z spelnione jest zalozenie s | I} € J!, co oznacza, ze € (I}, J})22,, lecz dla
prawie kazdego k € N mamy z[I? ¢ JZ, czyli x ¢ (12, J2)52,. Co dowodzi tezy, gdyz w takim razie
(I, s € (I, Jo)nty A

nrYn n»Yn

Jako wniosek otrzymujemy nastepujacy lemat:

Lemat 3.6. Przypusémy, ze (I}, J1)22, oraz (I2,J2)°, sq zbiorami malymi oraz (I}, J})>°

n»“n n»“n n)“n/n=

(I2,J2)22 ;. Wtedy istnieje podzial (I3)°°, drobniejszy od (1) i (I12)2°, oraz rodzina J3 taka, ze

(s Tp)ns € (I J)niy € (s Tt

nr9n n»¥Yn n»Yn
i zbior (I3,J3)0, jest maly.

Dowéd. Oznaczmy jako (I})7°, rodzine {I} NI? : n,k € N} \ {0} zapisana w ustalonym porzadku. Dla
| € N takiego, ze I} = I} N I? zdefiniujmy:

={se2ll:(vte2¥)(sCt=>te D)},

czyli J13 jest rodzina tych ciagdéw z 2!} , ktorych wszystkie rozszerzenia z 21k naleza do J,f.

Jesli zbior (I}, J2)°, jest podzbiorem zbioru matego (IZ,J2)52,, to takze jest zbiorem malym.
Wystarczy w takim razie pokazaé obie inkluzje z treéci Lematu.

Ustalmy « € (I, J}*){2,. Istnieje rosnacy ciag liczb naturalnych (1,,)52, taki, ze Vn € N z|I} € J} .
Dla kazdego [,, mozna ustali¢ k,, takie, ze [, l?’ C I,? Skoro wszystkie rozszerzenia ciagu x| f do 2%in
naleza do J,f , to w szczegolnosci ciag z |1 2 tez. Ciag k,, moze zawiera¢ powtérzenia, ale skoro zbiory
w rodzinach (I})%°, oraz (I?)%°, sa skonczone ciag k, wciaz bedzie zawiera¢ nieskonczenie wiele
réznych elementéw. Wobec tego = € (I, J2)52,.

Przypuséémy, ze x € (I}, J1)% ;. Z definicji istnieje nieskoficzenie wiele n € N takich, ze z[I} € J!.
Z Lematu 3.5 mamy, ze dla prawie wszystkich n istnieje k € N takie, ze I} N IE # () oraz wszystkie
rozszerzenia ciagu z|1? sa w JZ. Z tego wynika, ze dla [ takiego, ze I} = I} N I? mamy x|} € J3.

Takich [ jest nieskoficzenie wiele z argumentu jak w poprzednim akapicie, wiec = € (12, J?)%2,. A

Nastepne twierdzenie pokaze w jaki sposéb mozna przybliza¢ zbiory miary zero za pomocsg zbiorow
malych. Uzyjemy w tym celu szczegblnego rodzaju zbioréw malych, w ktorych zbiér w jest podzielony
na przedzialy.

Przedzialem nazywamy tutaj zbiér liczb naturalnych [a,b) = {z € w : @ < z < b} dla ustalonych

liczb a,b € w.

Twierdzenie 3.7. Przyjmijmy, Ze zbior G C 2 jest miary zero. Istniejg wtedy ciqgi liczb naturalnych

(ng : k € N) i (my : k € N) oraz rodziny {J} : k € N}, {JZ : k € N} spelniajgcych warunki:
® Ny — 0,

o N < my < ngy1 dla wszystkich k € N,



o J} Colmwmnin) - g2 C olmemii) dlg k€ N
o zbiory ([ng, ngs1), J3)5, oraz ([my, mi+1), J3)S, sa male !, oraz
o G C ([, mes1), Jp)Rey U ([, mica), J)Ry

W szczegolnosci kazdy zbior miary zero jest sumgq dwoch zbiorow matych.

Dowdd. Ustalmy zbiér miary zero G C 2¥. Z Lematu 3.1 istnieje ciag (F,, : n € N) taki, ze G C
{z € 2¥:3°n zn € F,}. Bedziemy konstruowaé oba zbiory malte w taki sposob, aby elementy rodzin
(JHoo ;i (J2)2, byly zbiorami skladajacymi si¢ z obcieé ciagéw nalezacych do elementéw ciagu
(P, : n € N). Podzial na przedzialy bedzie okreslony tak, zeby spelniony byl warunek 3. z definicji
zbioru matlego (3.2). Zdefiniujmy ciagi (ny : k € N), (my, : k € N) nastepujaco: ng = 0,

mk—mm{j>n;C 2Mk . Z‘ i Qk}

1=j

oraz

nk+1—m1n{j>mk 2k . Z' i }dl k € N.
=Jj

W obu przypadkach zbiory, z ktérych bierzemy minimum sa niepuste, poniewaz szereg > .-, ‘gf‘ jest

zbiezny z wlasnosci ciagu (F), : n € N).

Niech I} = [ng,ng11) i IF = [mg, mp41) dla k € w. Zdefiniujmy rodziny J{ i JZ warunkami
s€Ji<=sc 2lk N Ji € [mg, ng+1) 3t € F; s[[ng, 1) = tl[ng, 1)

oraz
2
s€Jp =52k AJi € [npyr, mign) 3t € F sl[mg, i) = t][mg, i).
Pozostaje pokazaé, ze (I}, JL)52, oraz (I%, J)72., sa zbiorami malymi i ich suma zawiera G.

Rozwazmy zbiér (I}, J})52 . Zauwazmy, ze dla k € w

Jl 1 Nk+1 » Nk+4+1 F
S S [T )
k i=my i=my

Skoro ZZO 1 2% < o0, to (I}, 1), jest zbiorem malym. Analogiczny argument pokazuje, ze zbi6r

(I2,J2)22, jest maty. W koticu pokazmy, ze
G c (Il ng)n 1 U (1727,7 Jr%,)'?zozl

Przyjmijmy, ze x € G oraz ustalmy Z = {n € w : z[n € F,}. Ze sposobu wyboru ciagu (F, : n € N)
wynika, ze zbiér Z jest nieskonczony. W takim razie jeden ze zbioréow

o0

o0
U [my, ng41) lub Z N U [Mt1, Mp41)
k=1 k=1

IFormalnie rodzina {[my, my1) : k € N} nie jest podzialem w ze wzgledu na brak pewnego poczatkowego przedziatu,

ale nie jest to istotny problem. Por. [3].



jest nieskonczony. Bez straty ogélnosci mozna przyjaé, ze jest to pierwszy z nich. W takim razie
z € (I}, J})%,, poniewaz jedli xIn € F), oraz n € [my, ng41), wiec z definicji zbioru J} istnieje t € J}!

taki, ze z[[ng, nky1) = t. A

Powyzsze twierdzenie pokazuje, ze zbiory malte sa dobrym przyblizeniem zbioréw miary zero. W dal-
szej czesci pracy rozwazane podzialy zbioru w beda zawsze podziatami na przedzialy.

Bedziemy uzywali powyzszego twierdzenia takze dla rodzin zbioréw miary zero. Jedli taka rodzina
nie jest zbyt duza, mozna znalez¢é takie dwa podzialty, ze uzywajac jedynie ich mozna roztozy¢ wszystkie

zbiory z tej rodziny na zbiory male.

Twierdzenie 3.8. Przypusémy, ze {Go : a < k < b} jest rodzing zbioréw miary zero. Istniejq wtedy
dwa ciggi liczb naturalnych (ny, : k € N), (my : k € N) oraz rodziny {J : k € N}, {J : k € N} dla
a < Kk spelniajgce warunki:

* ng =0,

o N < my < ngy1 dla wszystkich k € N,

o Jr C2lmmin) Ja € glmemin) dlg o < ki k €N

° 2%'1% < 5, 2’"5% < 2% dla wszystkich o < K © prawie wszystkich k € N oraz

o Go C ([ nir1), T2y U ([ma, miga), J2)72, dla o < k.

Dowdéd. Zastosujmy Lemat 3.1 do kazdego ze zbioréw G, dla a < k. Otrzymujemy w ten sposéb

rodzine ciggéw {(F2 :n € N) : o < K} taka, ze
Go C{ze2¥:F*®nzne Fr} dlaa < k.

Dla a < k, k € N zdefiniujmy funkcje rosnaca f* € w* nastepujaco:

fek) = min{j eN: Z ‘};’iﬂ < 2%}
i=j

Funkcje te sa dobrze zdefiniowane, poniewaz dla kazdego o < k szereg > .-, II;? |

Liczba kardynalna b jest moca najmniejszej rodziny, dla ktorej nie mozna znalez¢ funkcji prawie

jest zbiezny.

wszedzie wiekszej lub rownej od wszystkich elementéw tej rodziny. W takim razie skoro k < b, to dla
rodziny funkcji {f* : o < k} mozemy znalez¢ funkcje rosnaca I' € w* taka, ze f@ <*T' dla a < k.
Zdefiniujmy funkcje rosnaca r € w* nastepujaco: r(0) = 0,

r(k+1) =T2k +r(k)),
dla wszystkich k € N.
Chcemy, zeby funkcja r posiadala nastepujaca wlasno$¢, potrzebna nam do dalszej czesci dowodu:

e _ 1
5 < 9k (*)

oo
Va <k ¥ekeN2r® . Y
i=r(k+1)



Niech Ay = {a <k : VI >k f*(I) <T(I)}. Z definicji funkcji I wiemy, ze dla kazdego k € N i dla
kazdego a € Ay speliony jest warunek
$ U1
, 2i ok
i=I'(k)

W takim razie dla ustalonego « < k okredlmy liczbe I, €N wzorem I, = min{n e N: a € A2n+r(n)}.
Skoro spelniony jest warunek |J,.y Ar = &, a funkcja 7 jest rosnaca, to I, jest dobrze zdefiniowane.

Dlal > [, mamy:

—  |Ff 1
Z 9i < 921+r(1)°
i=r(l+1)

poniewaz r(I + 1) = T'(21 + r(1)). Pokazuje to, ze funkcja r posiada wlasnosé (*).
Majac zdefiniowana funkcje r ustalmy ciagi liczb naturalnych ny = r(2k) i my = r(2k + 1) dla
k € N. Podobnie jak w Twierdzeniu 3.7, dla o < k zdefiniujmy rodziny Jg' i j,‘j‘ nastepujaco:

s€JY = s €2 A Jie [my,npg) 3t € FY sl[ng, i) = tl[ng, 1)

oraz

s€JY = s e 2meme) A€ [y, mpy) 3t € FY slma, i) = tl[mg, ).

Reszta rozumowania jest analogiczna do drugiej czeSci dowodu Twierdzenia 3.7 rozwazajac dla
ustalonego a liczby I > o dla lo = min{n € N:a € Agypprm)}-
AN

Zbiory matle posiadaja jeszcze jedng uzyteczng reprezentacje, ktérej uzyjemy do dowodu gltéwnego

twierdzenia tej pracy. Dla funkcji H € w¥, oznaczmy

)
Xp =[] Hn.
n=0

Dla naszych potrzeb bedziemy rozwaza¢ funkcje H spelniajace warunek > 7, ﬁ < o0. Ze
wzgledu na przeprowadzana ponizej konstrukcje chcemy przyjaé, ze funkcja H jest postaci H(n) =
2ﬁ(”) dla pewnej funkcji H € w®.

Zdefiniujmy dodatkowo ciag sum czesciowych funkcji H (n) jako zo = 01 241 = 2 +H (n). Bedzie-
my tez utozsamiaé zbiér liczb naturalnych mniejszych niz H(n) ze zbiorem ciagéw zero-jedynkowymi
dhugosci H (n) (zbiory te sa tej samej mocy, nie ma tez wielkiego znaczenia w jaki sposéb beda utoz-
samione).

Po przyjeciu tych zalozen mozemy wprowadzi¢ nastepujace definicje:

Definicja 3.9. Rozwazmy funkcje H € w*. Zdefiniujmy

Cy = {S € ([w]<¥)¥ :Yn e N S(n) C H(n) /\; |I§((T;))| < oo}.

Elementy tej rodziny bedziemy nazywali slalomami.
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Definicja 3.10. Ustalmy slalom S € Cy. Wtedy okreslmy zbior
Gs ={z €2¥:3%n a[[zn, 2nt1) € S(n)}.
Fakt 3.11. Zbior Ggs jest miary zero.

Dowéd. Mamy

n(@s) < 3 ul{e €29 aflzn, z0sn) € S < 3 'f;(’;))' mece

A

W druga strone ustalmy dla elementu x € 2¢ funkcje h,(n) = [z, 2n+1) dla n € w. Traktujac
wartosci tej funkeji jako liczby naturalne, jest to element Xpg.
Mamy takze
x € Gg <= 3°n hy(n) € S(n).

W tym momencie przejdziemy do najwazniejszego twierdzenia tej pracy, bedacego kombinatoryczna

charakteryzacja wspotczynnika pokryciowego przy zalozeniu, ze nie jest on zbyt duzy.

Twierdzenie 3.12. Przypusémy, ze cov(N) < b. Istnieje funkcja H € w¥ taka, Ze wspélczynnik

cov(N) jest réwny mocy najmniejszej rodziny S cC Cy spelniajgcej warunek
Vh € Xy 3S € S 3%n h(n) € S(n). (*)

Dowéd. Pokazmy najpierw nieréwnosé cov(N) < |S|.

Niech rodzina funkcji S C Cpy spelnia warunek (*). Rozwazmy rodzine zbioréw {Gg : S € S}.
Z Faktu 3.11 wynika, ze zbiory z tej rodziny sa miary zero. Ustalmy dowolny x € 2¢. Odpowiada mu
funkcja h, € Xy, wiec korzystajac z warunku (*) istnieje funkcja S, € S taka, ze 3°°n hy(n) € Su(n).
W takim razie x € Gg,, czyli US€§ Ggs = 2“, co pokazuje dowodzona nieréwnosé.

Pozostaje pokazaé, ze dla pewnej funkcji H zachodzi nieréwno$é |S| < cov(N).

Przypuéémy, ze cov(N) = k < b oraz niech rodzina zbioréw miary zero {G, : « < r} pokrywa 2%.

Z Twierdzenia 3.8 wynika, ze istnieja dwa ciagi liczb naturalnych (ny : k € N), (my, : k € N) oraz
rodziny {J¢ : k € N}, {J& : k € N} dla a < & spelniajace warunki:

e ng =0,
o N < my < ngy1 < mgeq dla wszystkich k € N|
o J C2lmwmin) oo Colmemiin) dla o < ki, k € N

T o B W/ B
2Mk4+1""k 22k gmp 1M

< 2% dla dla wszystkich a < k i prawie wszystkich k € N oraz

o Go C ([nk,1011), 5 IRy U (M, mis), )2, dla o < k.
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W takim razie
29 = | (s miesn) s J9)REs U ([ mien), J)RES - (1)

a<k

Jedli 2¢ = o ([P, npg1), J5)52 1, to okreslajac funkcje H € w* wzorem H(k) = nyi1—ni dlak €
N definiujemy rodzine slaloméw S = {J* : a < k} (traktujac ciag J¢ jako funkcje k — J;¥ i oznaczajac
ja J%). Dla tak okreslonej funkcji H mozna zauwazy¢, ze dowolna funkcja h € Xy wyznacza element
x € 2¥ taki, ze h = h,. Element x jest pokrywany przez pewien zbiér maty ([ng, ni41), Jg)ee, i dla
odpowiadajacej mu rodziny J* spelniony jest warunek 3°n € N h(n) C J%(n). Rodzina J* jest mocy
cov(N), wiec w tej sytuacji spelniona jest nieréwnosé |S| < cov(N).

Gdy zachodzi 2* = |, .. ([mx, mr41), J2)%2 , to sytuacja jest symetryczna i analogiczny argument
réwniez dziata.

W takim razie przyjmijmy, ze zadna z tych rodzin zbioréw matych nie pokrywa 2.

Dla a < k, k € N zdefiniujmy rodziny ciagéw
1
Sp={se olnesmi) s posiada przynajmnie] oF 21T rogszerzen wewnatrz Ji .
Zauwazmy, ze dla a < k, k € N zachodzi nieréwnosé
1

ISl g -2 < i

W takim razie mamy

1Sel _ or . 121
WAL <20 QNk+1
oraz 501 7|
k k. k koL
2mk—nk g 2 2nk+1—nk = 2 22k: - 2k’
dla kazdego a < k i prawie wszystkich k£ € N.
Podobnie zdefiniujmy
Sy = {s e 2lmeme) g posiada przynajmniej = 2Nk TME=1 rozszerzen wewnatrz Jf,‘jﬁl}.

Argumentujac analogicznie jak poprzednio otrzymujemy

Sel s 11

omE—ng ’ 922(k—1) — 9k—1

dla wszystkich a < x i prawie wszystkich k£ € N.
Skonstruujmy rodzine zbioréw matych R = {([ng, nr41), Ry)72, @ o < k} nastepujaco: dla a < &,
k € N niech
s € RY <= s|[ng, mi) € Sp U SY.

Zbiory z rodziny R sa male, poniewaz

o0 oo o o0 o

| R | 2me T - S U SR Sk US|
Z 2nk+1—nk < Z 2nk+1—nk g Z kafnk <0
k=1 k=1 k=1
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Podobnie jak poprzednio, rodzina R bedzie odpowiadala rodzinie R C Cy przyjmujac funkcje
fNI(k) = ng4+1—ng dla k € N. Jesli rodzina R pokrywa zbiér 2, wtedy uzywajac podobnej argumentacji
jak poprzednio mozna pokazaé nieréwnosé |§| < cov(N).

Przypus$émy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje x € 2¢ \ | R.

Zdefiniujmy rodzine zbioréw matych T' = {([mg, mr41), T)5>, : @ < K} nastepujaco: dla a < &
oraz k € N,

s € T <= x|[ng, mp) " sllme, ney1) € JEV sllme, nep1) "l ey, mega) € Ji

Skoro element x nie nalezy do zadnego zbioru z rodziny R, to dla prawie wszystkich liczb k& € N
mamy | [ng, mg) ¢ S¢ U SY. Wynika z tego, ze dla prawie wszystkich k € N ciagi z | [ng, my)

i 2[[ngs1, Mp+1) Maja mniej niz 2% - 21T Tozszerzen wewnatrz rodzin Ji i j,‘j‘ odpowiednio.

Kazdemu takiemu rozszerzeniu odpowiada jeden ciag s[[my, ni+1) dla pewnego s € T. W takim razie

zachodza nieréwnosci

‘T]?‘| QME+1—Nkt1 . QNky1 =Mk —k 1

X

QM1 =Mk = QM1 =Mk 2k—1

dla wszystkich a < x i dla prawie wszystkich k£ € N. Pokazuje to, ze zbiory z rodziny T sa male.
Podobnie jak w poprzednich przypadkach, jesli 2 = [T, to definiujac funkcje f[(n) = M1 — Mk
i rodzine slaloméw T C Cy jako T, otrzymujemy nieréwnosé |T'| < cov(N).
Przypusémy w takim razie, ze istnieje y ¢ |J T

Ustalmy wtedy z € 2% jako
z = z[[no, mo) " yl[mo,n1) "~ xl[n1, m1) " yl[ma,n2)" ...

i pokazemy, ze
2 |J (e e, TRy U ([ ), TR0,

a<k a<k
co bedzie sprzecznoécia z .
Przypusémy bez straty ogdlnosci, ze z € ([ng, nk+1), J5) 5o, dla pewnego o < k. W takim razie dla

nieskoniczenie wielu k € N zachodzi z|[ng, nk+1) € Jg. Nalezy rozwazyé dwa przypadki:
1. Istnieje nieskoniczenie wiele liczb k € N takich, ze z[[ng, my) posiada przynajmniej 2% - 2N LTI
rozszerzen wewnatrz Jg¥.
Zauwazmy, ze z|[ng, mg) = x[[ng, my) dla wszystkich k € N. W takim razie x € ([ng, mg), S§)ee, C
([nks nis1)s RY)3,, co daje sprzecznosé.
2. Dla prawie wszystkich liczb k& € N ciag z[[ng, my) posiada mniej niz 2% - 2ME+1T MR rozszerzen
wewnatrz Jg'.

Skoro z[[my, ngy1) = yl[me, ney1) dla wszystkich k& € N, to mamy y € ([mg, mr41), T35,

7 definicji zbioru ([my, mrr1), TX)C .. Jest to sprzeczno$é z zalozeniami.
A > +1)s 4 Jp=1 p
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