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1 Wstep

Rynki finansowe sa pelne ryzyka, nie wiemy, ile za rok bedzie kosztowa¢ dany produkt
lub ustuga. Wyobrazmy sobie wtasciciela firmy transportowej, ktéry chce wyznaczyc
budzet na kolejny rok. Jednak ceny paliw ciagle si¢ zmieniaja i istnieje ryzyko, ze nie-
spodziewany wzrost cen doprowadzi firme do bankructwa. Taka firma chciataby miec¢
mozliwos¢ zakupu paliwa po znanej ustalonej cenie, dzieki czemu moze oszacowacé swoje
przyszte wydatki i zabezpieczy¢ si¢ przed nadmiernym wzrostem cen. Takim sposobem
zneutralizowania wptywu ryzyka na nasze przyszte dochody jest opcja.

Opcja jest pochodnym instrumentem finansowym, ktory daje jej wlascicielowi (hol-
der) mozliwos¢ kupna lub sprzedazy ustalonej liczby pewnego instrumentu finansowego
w okreslonym czasie, za ustalong wcze$niej cene. Gdy posiadacz opcji korzysta z tej
mozliwoéci méwimy, ze wykonuje on opcje (exercise an option). Data, do ktérej mozna
wykonaé opcje nazywa sie data wygasniecia (expiration date), a ustalona cene kupna
lub sprzedazy bedziemy nazywaé cena wykonania (strike price). Wyrédznia sie dwa typy
opcji:

e opcja kupna (call),
e opcja sprzedazy (put).

Tak wiec rozwigzaniem dla firmy transportowej jest zakup opcji call na odpowiednig
ilos¢ paliwa.

Osoba sprzedajaca opcje - wystawca (writer) musi okreslié na jaki instrument wy-
stawia opcje (np. kurs walut, akcje), ilos¢ tego instrumentu, date wygasniecia oraz cene
wykonania. Te wszystkie czynniki wplywaja na cene opcji (premium).

Wyrdznia si¢ opcje amerykanskie - jesli wtasciciel opcji moze ja wykona¢ w dowolnym
momencie przed data wygasniecia, oraz europejskie - mozliwo$¢ wykonania jedynie w
momencie wygasniecia.

Gléwnym celem tej pracy jest odpowiedz na pytanie, ile powinna kosztowaé opcja.
Cena musi by¢ atrakcyjna zaréwno dla jej potencjalnego nabywcy oraz wystawcy. Nie
moze wiec dawaé pewnego zysku zadnej ze stron. Sytuacje, w ktorej jedna ze stron ma
pewny zysk nazywamy arbitrazem.

Ten ekonomiczny problem mozemy rozwiaza¢ w dyskretnej przestrzeni za pomoca ra-
chunku prawdopodobienstwa. Wazna role gra teoria martyngatéw, ktoéra przedstawimy
krotko na poczatku pracy. Nastepnie wprowadzimy matematyczny opis rynku i powia-
zania miedzy martyngatami a pojeciem arbitrazu.

W kolejnej czesci przeanalizujemy dyskretny dwumianowy model wyceny opcji eu-
ropejskich. Bedziemy zaktada¢, ze N € N odpowiada dacie wygasniecia i cena opcji
zmienia si¢ w réwnych odstepach czasu 0 < n < N. Na koniec tego rozdziatu rozwazy-



my przypadek graniczny, gdy N — oo i otrzymamy jeden z najwazniejszych wynikow
matematyki finansowej - wzoér Blacka - Scholesa.

Nastepnie przejdziemy do opcji amerykanskich, bedziemy potrzebowac do tego dodat-
kowych informacji na temat czaséw zatrzymania. Dzieki temu bedziemy mogli okresli¢
w jakich momentach optaca si¢ wykonaé¢ opcje i sprawdzimy jak ta mozliwos¢ wezesniej-
szego wykonania wpltywa na cene.

W pracy bede bazowaé¢ na ksigzce D. Lambertona i B. Lapeyre’a: “Introduction to
Stochastic Calculus Applied to Finance’, w ktorej opisane sa te metody. Postaram sie
uporzadkowaé wszystkie niezbedne do zrozumienia problemu pojecia, opisa¢ jednoczesnie
ich praktyczng interpretacje jak i teoretyczne uzasadnienie.

2 Martyngatly

W tym rozdziale wprowadzimy pojecia dotyczace martyngatow i udowodnimy kilka twier-
dzen, z ktérych bedziemy korzysta¢ w dalszej czedci pracy.

Bedziemy rozwazaé dyskretna skonczona przestrzen probabilistyczna (2, F,P), gdzie
Vw € Q,P({w}) > 0 oraz F = P().

Definicja 2.1. Rodzina pod-o-cial {F, }o<n<n jest nazywana filtracjq, jezeli F,, C Fpi.
Rodzina zmiennych losowych { X, }o<n<n jest adoptowana do filtracyi {F,}, jezeli X, jest
F, mierzalna.

Definicja 2.2. Adoptowany cigg catkowalnych zmiennych losowych (M, )o<n<n jest
e martyngatem, gdy E[M, 1|F,] = M,, dlan < N —1;
e podmartyngatem, gdy E[M,1|F,] > M, dlan < N —1;
e nadmartyngatem, gdy E[M, 1|F,] < M,, dlan < N — 1.

Nasza przestrzen jest wyposazona w filtracje Fo C F; C ... C Fy taka, ze Fy =
{va}vj:N =F = P<Q)

Definicja 2.3. Mdowimy, ze adoptowany cigg zmiennych losowych (Hy)o<n<n jest prze-
widywalny, gdy dla kazdego n > 1 H, jest F,_1 mierzalne.

2.1 Transformata martyngalowa, rozktad Doob’a oraz koperta
Snella

Twierdzenie 2.4 (Transformata martyngatowa). Niech (My)o<n<n bedzie martynga-
tem, a (Hy,)ocn<n przewidywalnym ciggiem zmiennych losowych wzgledem filtracji (Fn)o<n<n -



Niech AM,, = M, — M,_, wtedy cigg (X,,)o<n<n postaci:
Xo = HoMy
X, = HyMy + HiAM; + ... + H,AM,, Vn € {1,..,N}
jest martyngatem.

Dowdéd. (X,) jest ciagiem F,, mierzalnym, poniewaz kazda zmienna X, jest suma F,
mierzalnych zmiennych.
Dla n > 0:

n+1 n
E[Xn1|Fn] =E [Z HiAMi’fn] =E [Z HAM; + Hy 1AM, 1| Fy

=0 =0
= Xn + Hn+1(E[Mn+1|]:n] - E[Mn|~7:n])

co dowodzi, ze (X,) jest martyngatem wzgledem filtracji (F,,) O

Lemat 2.5. Jezeli dla kaidej zmiennej losowej X € F oraz kazdego A € F mamy
E[1aX]=0,t0 X =0 pw.

Dowdd. Niech A} = {w : X(w) > 0} = X !(0,00)] € F, wtedy E[14,X] = 0 jedynie
wtedy gdy P(A;) = 0, poniewaz na zbiorze A; zmienna X przyjmuje wartosci $cisle

dodatnie.
Analogicznie dla zbioru Ay = {w : X(w) < 0} = X ![(—00,0)] € F otrzymujemy
P(A;) = 0. Stad pozostaje, ze P(X =0) = 1. O

Twierdzenie 2.6. Adoptowany cigg zmiennych losowych (M,) jest martyngatem wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnego przewidywalnego ciggu (H,,), mamy

N
E[Y H,AM,] =0, VNeN.
n=1

Dowaéd. Jezeli (M,) jest martyngatem, to z twierdzenia 2.4 dla dowolnego przewidy-
walnego ciagu zmiennych (H,), ciag X,, = >i"g H;AM; jest martyngatem. Mamy wiec
E[Xo] = E[Xx] = E[Xo] + B[XY, HyAM,), stad E[S2, H,AM,] 0.

W druga strone, ustalmy dowolne j € {1,..., N} mozemy rozwazy¢ ciag przewidy-
walnych zmiennych (H,,) zdefiniowanych nastepujaco:

Hn:{]lAj gly n=75+1
0 w.p.p.



dla dowolnego F; mierzalnego zbioru A;. Wtedy

0= E[ﬁ: HyAM,) = E[La;(Mj41 — M;)] = E[E[14;(M;41 — M;)|F]]

n=1
= E[L4;(E[M;11|F;] — M;)]
a stad korzystajac z lematu E[M,|F;] = M;, wiec (M,) jest martyngatem. ]

Twierdzenie 2.7 (Rozklad Doob’a). Kazdy nadmartyngal (U,)o<n<ny mozZna jedno-
znacznie zapisacé jako:
Un = Mn - An;

gdzie (M,,) - martyngal, (A,) - niemalejgcy przewidywalny cigg, Ag = 0.

Dowéd. Zdefiniujemy ciagi (A,) oraz (M,) indukcyjnie. Niech Ay = 0, My = Uy. Zeby
ciagi spehiaty U,, = M,, — A,,, musi zachodzi¢:

Upi1 — Uy = My — M, — (A — Ay).
Dalej warunkujemy to réwnanie wzgledem F,, i dostajemy:
ElUn1|Fu] = Uy = M, — My, — (Apy1 — An) = Ap — Anga,
poniewaz (M,) - martyngal a (A,) - przewidywalne. Stad wyznaczamy:
A1 = An + U, — ElUp 4| F,

Mn+1 - Mn + Un+1 - Un - ]E[Un+l|]:n] + Un - Mn + Un+1 - E[Un+l|fn]'

Dodajac do powyzszych wzoréw warunki poczatkowe dostajemy jednoznacznie wyzna-
czone (M,) i (A,), ktére speliaja zatozenia.

(A,,) jest niemalejace bo (U,) > E[U,1|F,], wiec A1 — A, = U, — E[U, 11| Fn] >
0. O

Definiujemy koperte Snella (U,,) ciagu (Z,,) w nastepujacy sposob:

Un =2y
Up = max(Zyn, E[Up 1] Fn]).

Twierdzenie 2.8. Koperta Snella (Uy,)o<n<n ciqgu (Zn)o<n<n jest najmniejszym nad-
martyngatem ograniczajgcym (Z,)o<n<N



Dowdd. 7 definicji U,, od razu widaé, ze E[U,1|F,] < Uy, wiec (Up)o<ncn jest nadmar-
tyngatem, ponadto U,, > Z,, dlan € {0, ..., N}.

Zat6zmy, ze mamy nadmartyngal (H,)o<n<n ograniczajacy (Zy,)oc<n<n. Wtedy na
pewno Hy > Uy = Zy. Mozemy tutaj zastosowac indukcje wsteczna, zatézmy ze H,, 1 >
Uny1. Wtedy:

H, > E[H, 1| F,] > ElUn1|Fn],

ponadto wiedzac ze H,, > Z,:
H, > max(Z,,ElUp1|Fn]) = Un,

co dowodzi, ze dowolny nadmartyngal (H,)o<n<ny ograniczajacy (Z,)o<n<n Ogranicza
takze (Un>0§ngN
[l

3 Dyskretny opis rynku

W tym rozdziale wprowadzimy jezyk, ktérego bedziemy uzywaé w opisie modelu. Ope-
rujemy na skonczonej przestrzeni probabilistycznej (Q, F,P), gdzie €2 jest skonczonym
zbiorem w - mozliwych ewolucji rynku, F = P(£2). Miara P jest taka, ze P(w) > 0.

N oznacza date wygasniecia opcji. Zbior {0,1,..., N} jest zbiorem wszystkich mo-
mentéw od terazniejszosci do wygasniecia. Filtracja to {F, : n € {0,1,..., N}}, gdzie
.7:0 = {@,Q}, fn C Fn—i—l oraz fN =F.

Na rynku jest dostepne d + 1 instrumentéw finansowych Ag, Ay, ..., Ag, znamy ich
przeszte i obecne ceny, wiec cena w czasie n jest dana przez F, mierzalne zmienne
losowe S, S1 ... S oraz mamy wektor cen w czasie n: S,, = (SY, ..., 59).

Instrumenty Ay, ..., Ay nazywamy ryzykownymi. Ag jest instrumentem pozbawionym
ryzyka, mozemy o nim mysle¢ jak o lokacie lub pozyczce, wiemy doktadnie ile zarobimy
lub ile bedziemy musieli odda¢. Zaktadamy SJ = 1, przy stalej stopie procentowej r w

jednym okresie: SO = (1 +r)". Oznaczamy 3, = Sl—o - czynnik dyskonta z momentu n do

0, St := 83, = (14 r)™"S" - zdyskontowana cena instrumentu A’. Stad tez SO = 1.

3.1 Strategie handlowe

9” 111""7¢g))0<n<1\77 gdzz'e qb% jeSt

liczbg posiadanych w portfelu instrumentow A; w chwili n.

Definicja 3.1. Strategia handlowa to cigg ¢ = ((

Inwestor o ilosci poszczegolnych instrumentow w portfelu w chwili n decyduje posia-
dajac informacje z chwili n — 1, stad ¢ jest przewidywalne.



Przez portfel rozumiemy zbior posiadanych ryzykownych i bezpiecznych instrumen-
tow. Wartosé¢ portfela w chwili n oznaczamy:

Z¢Z SZ . TL7

a jego zdyskontowang warto$é Vi, (¢) = BuVi(®) = Bu(dn - Sp) = én - (8Sn) = b - Sh,
gdzie - oznacza iloczyn skalarny, a S, = (3,5, jest wektorem zdyskontowanych cen.

Definicja 3.2. Strategie nazywamy samofinansujgcq, gdy spetniona jest zaleznos$é:
On - Sp = bpt1 - Sn, VYVne{0,1,.N —1}.

Czyli gdy podane sg nowe ceny, nie wyciggamy ani nie wktadamy do portfela zadnych
srodkéw z zewnatrz. W momencie tuz przed podaniem nowych cen S, stan naszego
portfela to ¢,,. Gdy poznajemy ceny S,, mozemy zmieni¢ sktad naszego portfela na ¢,
w ten sposob, by nie zmieni¢ tymi operacjami jego wartosci.

Twierdzenie 3.3. NWSR:
(1) strategia ¢ jest samofinansujgca,
(2) Va(6) = Vo(6) + T0y 6 - AS,,
(3) Vn(¢) = %(¢) + Z?:l ¢i - AS;.

Dowdd. (1) jest rbwnowazne:

Vi (¢) - (¢) ¢n+1 n+1 — Qn - Sy = ¢n+1( n+l — n) = Cbn-i-lASn-i-lv

co oznacza, ze zmiana wartosci portfela (V,, .1 — V},) jest wynikiem zmiany cen miedzy
chwila n oraz n + 1 (ASp41)-
Dalej mozemy napisa¢ rownowaznie, ze

=1

co oznacza, ze wartos¢ portfela w chwili n to jego warto$¢ poczatkowa plus przyrosty
spowodowane kolejnymi zmianami cen. Stad (1) < (2).
Warunek (1) jest tez réwnowazny:

an . Sn = ¢n+1 : Sn = ﬁn(qbn : Sn) ﬁn(qbn-‘rl ) = ¢n S - ¢n+1

wiec powtarzajac powyzsze rozumowanie dla ¢, - S, = Ona1- gn, oraz wiedzac, ze Vo =V
dostajemy rownowaznosé (1) i (3). O



Twierdzenie 3.4. Dla dowolnego przewidywalnego procesu (¢}, ..., ¢2))ocncn @ Fo mie-

rzalnej zmiennej Vy istnieje jedyny przewidywalny proces (62 )ocn<n taki, ze strategia
handlowa ¢ = (¢°, ...¢%) jest samofinansujgca i jej wartosé poczgtkowa to V.

Dowdd. 7 definicji wartosci zdyskontowanej portfela mamy:

V(@) = én - Sn = 02 + ¢1.SE + ... + ¢52.

a 7 twierdzenia 3.3.(3): V,,(¢) = Vo(¢) + X0, ¢ - AS;. Poniewaz AS? = S9 — 59 | =

1 —1 =0, przyrownujac otrzymujemy:

n

¢ = Vo(d) + S (¢t AS! + ...+ ¢IAST) — (BLSh + ... + ¢25%)

i=1

n—1
= Vo(9) + D_(6iAS] + ... + G{AS]) = (6,8, 1 + .. + G5 1)-
i=1
Wiec ¢? jest jednoznacznie wyznaczone powyzszym réwnaniem oraz jest JF,,_; mierzalne.

]

Twierdzenie 3.3 mowi nam, ze jezeli inwestor przyjmie samofinansujaca strategie, to
zdyskontowana wartos$é jego portfela jest zalezna od jego wartosci poczatkowej oraz ilosci
posiadanych ryzykownych instrumentéw. To znaczy, ze ilos¢ bezpiecznego instrumentu
nie wpltywa na wartos¢ zdyskontowang portfela. Kupowanie bezpiecznych instrumen-
tow nie przynosi zyskow, lecz pozwala si¢ zabezpieczy¢ w razie wahan cen ryzykownych
instrumentow.

Twierdzenie 3.4. podaje wzor na to, ile bezpiecznego instrumentu w danym momen-
cie powinien mie¢ w portfelu inwestor, czyli zeby strategia wcigz byta samofinansujaca.
Taka strategie zabezpieczajaca nazywamy hedgingiem. Ubezpiecza nas on od potencjal-
nych strat zwigzanych z wahaniami cen instrumentéw, ale jednoczesnie moze ograniczy¢
potencjalne korzysci.

3.2 Arbitraz a martyngaly

W tym podrozdziale przedstawimy dwa bardzo wazne twierdzenia, ktore tacza czysto
finansowe zalozenia z pojeciem martyngatu.

Definicja 3.5. Strategie ¢ nazywamy dopuszczalng, gdy jest samofinansujgca oraz Vy,(¢) >
0 Vne{0,1,...N}.

Drugi warunek jest wymagany, aby inwestor w kazdej chwili byt wyptacalny. Wy-
magamy, zeby gra na rynku byta uczciwa, oznacza to, ze nie ma mozliwosci zysku bez
ponoszenia ryzyka. Mozliwos¢ zysku bez ryzyka nazywamy arbitrazem. Dopuszczalng



strategie, ktéra pozwala na taki zysk nazywamy strategia arbitrazowa. Jest to taka stra-
tegia, ktora ma poczatkowsg warto$é réwng zero, a koncows wiekszg od 0 z dodatnim
prawdopodobienstwem.

Definicja 3.6. Rynek jest wykonalny, gdy nie istnieje mozliwosé arbitrazu.

Zalozenie braku arbitrazu jest bardzo istotne z ekonomicznego punktu widzenia. Nie
chcemy przeciez sytuacji na rynku, w ktorej mozna zarobi¢ pieniadze bez ponoszenia
ryzyka. Nawet jezeli uda sie znalez¢ taka 'okazje’ w praktyce, szybko jest ona korygowana
przez mechanizmy rynku. Dlatego wigkszo$¢ modeli zaktada wykonalnosé rynku.

Definicja 3.7. Mowimy, ze miary probabilistyczne P oraz P* sq rownowazne wtedy i

tylko wtedy, gdy dla kazdego A € F: P(A) =0 < P*(A) = 0.

Uwaga 3.8. Na skoriczonej przestrzeni, gdzie kazdy element ma dodatnie prawdopodo-
bienstwo, nowa miara P* jest réwnowazna do P, gdy P*({w}) > 0 dla kazdego w € €.

Twierdzenie 3.9. Rynek jest wykonalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje miara P*
rownowazna do P taka, zZe zdyskontowane ceny instrumentow sq¢ P* martyngatams.

Dowdd. ’Introduction to Stochastic Calculus Applied to Finance’ (theorem 1.2.7). O]

Powyzsze twierdzenie nazywane jest Pierwszym Zasadniczym Twierdzeniem Wyceny
Aktywow (First Fundamental Theorem of Asset Pricing). Na poczatku pracy wzieli-
Smy pewng miare probabilistyczng P, mowiac o niej tylko tyle, ze dla kazdego elementu
dyskretnej przestrzeni jest dodatnia. Teraz zadamy, zeby spetnione byto zatozenie wyko-
nalnoéci. Dzieki twierdzeniu wiemy, ze istnieje miara z dodatnim prawdopodobienstwem
na kazdym elemencie przestrzeni, wzgledem ktérej zdyskontowane ceny sa martyngatami.

E[Spi1|Fu] =S, Vn< N -1

Intuicyjnie mozemy patrze¢ na ten warunek tak, ze w kazdym momencie j najlepsze
oszacowanie zdyskontowanej ceny z przysztosci, jest dane przez obecng cene.

E[S,|F;] =5, Vj<n<N.

Gdyby réwnosé nie zachodzita dla pewnego n € {1,.., N — 1}, mielibysSmy informacje,
ze warto$¢ oczekiwana ceny z przysztosci bedzie wieksza (lub mniejsza) niz cena obecna,
dzieki czemu mogliby$my zakupié¢ (lub sprzedaé) ten instrument i sprawi¢, ze wartos$é
oczekiwana naszego zysku zwiekszy sie, co byltoby strategia arbitrazowa.

Uwaga 3.10. Gdy przyymujemy strategie samofinansujgcq zachodzi f/n((b) = Vo(p) +
P AS;, a wiee (Vo (0))ocnsn jest transformatq martyngatowq. 7 twierdzenia 2.4
cigg zdyskontowanych wartosci portfela samofinansujgcego jest martyngatem. E[Vy]| =

E[Vo] = Vo

10



Definicja 3.11. Niech h > 0 bedzie zmienng Fy mierzalng, oznaczajgeqg mozliwy zysk w
momencie N. Roszczenie warunkowe zdefiniowane przez h jest osiggalne, jezeli istnieje
dopuszczalna strategia ¢ warta h w czasie N, tzn. Viy(¢) = h.

Definicja 3.12. Rynek jest zupelny, jezeli kazde roszczenie warunkowe h jest osiggalne.

Ta definicja méwi, ze mozemy zreplikowa¢ kazda kwote, odpowiednio dobierajac stra-
tegie 1 wartos¢ poczatkows portfela. Nie jest to tak jasne intuicyjnie jak zalozenie braku
arbitrazu.

Twierdzenie 3.13. Wykonalny rynek jest zupetny wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje je-
dyna miara P* rownowazna P taka, zZe zdyskontowane ceny sq P* martyngatams.

Dowdd. ’Introduction to Stochastic Calculus Applied to Finance’ (theorem 1.3.4.) O

Powyzsze twierdzenie (Second Fundamental Theorem of Asset Pricing) daje jed-
noznacznos¢ miary, wzgledem ktorej zdyskontowane ceny oraz zdyskontowane wartosci
portfela sg martyngatami.

Mozemy wskaza¢ samofinansujaca strategie ¢ taka, ze Vy(¢) = h. Mamy wtedy:

7o) = El(IE] = [ Vg2 7| -2 | gl7)

jest to rownowazne:
~ h
Va(@) = SO7(0) = SUE [o\fn] . 31)
SN

Wartosé portfela w kazdym momencie n zalezy od h. Niech h bedzie wyptata z opcji

europejskiej. Mozemy przyjmowaé, ze V,(¢) jest cena opcji w momencie n, gdyz majac
taki kapital istnieje strategia ¢ generujaca h. Warto$¢ instrumentu bazowego w chwili
wygasniecia N to Sy, cena wykonania K, wtedy:

e h=Cy = (Sy — K), dla opcji kupna, gdy Sy > K wykonujemy opcje ptacac K,
a nastepnie sprzedajemy ja za jej aktualna cene: Sy. Wtedy zysk z tych dzialan
Cy = Sy — K. Natomiast gdy Sy < K nie optaca sie wykonywad, czyli placié¢ za
nia K, gdyz jej cena jest aktualnie nizsza. Wtedy Cy = 0.

e h =Py = (K — Sy); dla opcji sprzedazy.
Korzystajac z (3.1) mozemy napisaé ceny opcji europejskich:

o Cy:=Vs(p) = E[(SN BB | 7] = E[(Sl’ii dla opcji call,

o Py:=VI(¢)= E[(K Sn)e | Fol = 1E[(1§+75N dla opcji put.

W kolejnym rozdziale przedstavvlmy model dwumianowy, w ktérym wyznaczymy wolna
od arbitrazu miare probabilistyczna z twierdzenia 3.13 pozwalajaca wyliczy¢ doktadnie
powyzsze wartosci, oraz znalezé strategie zabezpieczajaca ¢, generujaca wyplate z opcji.
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4 Opcje europejskie - model CRR

Model dwumianowy zostat opisany w roku 1979 przez J. Coxa, S. Rossa i M. Rubinsteina
w pracy Option Pricing: A Simplified Approach. Opiera sie na zalozeniu braku arbitra-
zu. Bedziemy rozwazaé sytuacje, gdy mamy dostepny jeden ryzykowny instrument (np.
akcje), ktérego cena w momencie n wynosi S, oraz instrument bez ryzyka ze stalym
oprocentowaniem 7 (np. obligacje zerokuponowa), przyjmujemy jego cene w chwili 0:
S8 =1, wigc w chwili n: S2 = (1+r)".

Jest to model dwumianowy, rozumiemy przez to, ze zmiana ceny ryzykownego instru-
mentu pomiedzy dwoma kolejnymi okresami dokonuje sie na jeden z dwéch mozliwych
sposobow, gdzie —1 < a < b:

Sl +a)
St = { Sn(1+b)

Chcemy skonstruowaé przestrzen probabilistyczna. Niech Q = {1 + a,1 + b}V, jej
kazdy element jest mozliwg $ciezka zmian cen. Definiujemy filtracje Fo = {0, Q} oraz
Fn=F=P(Q),dlanc{l,...,N}: F, =0(5%,...,S,). Miara P jest zdefiniowana tak,
zeby dla kazdej w € €2 prawdopodobienstwo byto dodatnie.

Znamy cene poczatkowa Sy, jest to stala wiec jest w szczegdlnosci Fy mierzalna.
Wprowadzamy teraz zmienne losowe T,, = % dlan € {1,...,N}, wtedy T,, € {1 +
a,1+b} czyli N - wymiarowa zmienna 7' = (77, ..., Ty) wyznacza jednoznacznie element
Q, dlaw = (wy,..wn) € Q, P(w) =P(T7 = wy,...,Ty = wn). Wiec znajomosé rozkltadu
T jest réwnowazna znajomosci P. Wnioskujemy stad tez, ze o(S51, ..., S,) = o(11,...T,).

4.1 Wykonalnosé¢ i zupelnosé

Chcemy przeprowadzi¢ rozumowanie dla rynku wolnego od arbitrazu. Szukamy warun-
kow, jakie musza spelnia¢ a i b oraz jaki rozktad maja zmienne 7;.

7 twierdzenia 3.9. istnieje miara P* wzgledem ktérej zdyskontowane ceny (S,) sa
martyngatem. S, € F, wiec:

~ ~ Sn+1 Sn—l—l/(]- + T)n+1
E*[Spi1|Fn] = Sn & 1 =E | ——|F,| =E*

E*[Tn+1|fn]
1+r

|-7:n]:

Y

7 tego wynika:
Twierdzenie 4.1. (S,,) jest P* martyngalem wtedy i tylko wtedy, gdy E* [T Fn) = 147

Whiosek 4.2. Réownowaznie mamy E*[T,, 1] = 1+ r, poniewaz przy wykonalnym rynku
wahania ceny sq niezalezne od tego jak wahata sie w poprzednich krokach. T, .1 jest rowne
1+a lub 1+ b z niezerowym prawdopodobienstwem, stqd z definicyi wartosci oczekiwanej
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otrzymujemy warunek 1 + 1 € (1 + a,1 +b). Wiec aby nie bylo mozliwosci arbitrazu
potrzeba v € (a,b).

Intuicyjnie wynika to z tego, ze jezeli cena ryzykownego instrumentu ma dwie mozli-
wosci zmiany, to chcemy zeby jedna z nich byt wzrost a druga spadek. Gdyby b > a > r
to posiadajac akcje zarobiliby$my na pewno wiecej niz inwestujac w bezpieczng obligacje,
powiazang z tym mozliwo$¢ arbitrazu obrazuje ponizszy przyktad:

Przyktad 4.3. Zalozmy, zer < a. W czasie 0 mozemy pozyczyé bezpieczny instrument
w tlosci Sy, Zeby moc kupié ryzykowny instrument za Sy. Poczgtkowa wartosé wynosi wiec
0, nie wktadamy Zadnego swojego kapitatu. Nastepnie w czasie N zwracamy pozyczke 1
sprzedajemy ryzykowny instrument. Nasz zysk wynosi Sy — So(1 + 7)Y >0, bor < a
mamy wiec: So(1 + 1)V < So(1 + a)N < Sy. Wskazalismy strategie arbitrazowq, wiec
rynek nie jest wykonalny. Analogicznie gdy r > b, w chwili 0 sprzedajemy ryzykowny
instrument 1 inwestujemy pienigdze w bezpieczny.

Nastepne twierdzenie wyznacza rozktad zmiennych losowych 7.

Twierdzenie 4.4. (S,) jest martyngatem wzgledem miary P wtedy i tylko wtedy, gdy
zmienne losowe Ty, ... T sq niezalezne o takim samym rozkladzie, takim Ze dla kazdego
ne{l, ,N}:P(T,=1+a)=p=1-P(T, =1+b), gdzie p = ==,

Dowdéd. Gdy T; sa niezalezne, o danym rozktadzie, to mamy:

E[Ts1|Fn] =E[Tp1] =p(l+a)+ (1 —p)(1+b)=1—pb—a)+b=1+r,

bo p(b—a) = b—r. Z twierdzenia 4.1 (S,) jest P-martyngatem.

W druga strone, gdy (S,,) jest P-martyngatem, mamy E[T}, 1| F,] = 1+ 7. Wiemy, ze
T; przyjmuja dwie wartosci, mozemy wiec napisac:
B[l F) = (14 QE[Lir,mreap| ol + (14 DE[Lir, B = 14,
wiemy tez ze:
1 =P[Th1 =1+ a|lF) +P[Th1 =1+0bF,)
= E[Lyg, =140} | Fn] + B[z, =140 [ Fa].
Podstawiajac to do powyzszego, otrzymujemy:

E[]I{Tn+1:1+a}|]:n](1 +a—-1-b)=147r—1-b,

astad juz E[lyp, 140y Fn] = p 1 E[lg, =145y |Fn] = 1 — p.
Teraz pokazemy indukcyjnie, ze P[Ty = x1, ..., T, = x| = [l pi, dlaz; € {1+a,1+
b} orazp;=pdlax;=1+a,p=1—pdlaz; =1+0.
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Dlai=1:
P[Tl = l’ﬂ = E[]I{T1=x1}] = E[]I{T1=CL‘1}|{®7 Q}] = E[]I{T1=I1}|F0] = D1

Zatézmy P[T) = xq,..., T, = x,] = [I_, pi, wtedy korzystajac ze wzoru na prawdo-
podobienstwo warunkowe oraz faktu, ze F,, = o(Sy, ..., 5,) = o(11, ..., T,,):

PT) =x,....T, = T, Thiy1 = Tpy1] = P[Thi1 = pa [T = 21, .., Ty = 2 |P[T) = 24, .., Ty = )]

n n+1
= ]E[]I{Tn+1=fbn+1}|fn] sz = H Di-
i=1 i=1
Otrzymali$my wiec niezaleznos¢ T; oraz postulowany rozktad. O]

Whniosek 4.5. Pokazalismy, Ze z tego, zZe (gn) jest P martyngatem jednoznacznie do-
stajemy rozktad (11, ...,Tn), a wiec takze P. Z twierdzenia 3.13. rynek jest wykonalny i
zupelny.

4.2 Parytet put/call

W nastepnej kolejnosci chcemy wyznaczy¢ zaleznos¢ miedzy wartoscia opcji sprzedazy
i kupna dla opcji europejskiej, czyli tzw. put/call parity equation, majac dane cene wy-
konania K oraz termin N. Utatwi to wyznaczenie ceny jednej z opcji, gdy wyliczymy
druga z nich.

W poprzednim rozdziale powiedzielismy, ze zysk z opcji kupna w chwili NV to: Cy =
(Sy — K)4 oraz zysk z opcji sprzedazy: Py = (K — Sy)+. Te zmienne losowe zalezne od
zmiennej Sy opisuja warto$¢ tych opcji w chwili N, sg wiec Fy mierzalne oraz nieujemne.
Cy 1 Py sa wiec osiggalnymi roszczeniami warunkowymi (z zupelnosci rynku - poprzedni
wniosek), czyli istnieja strategie ¢¢ oraz ¢, ktoére sa warte odpowiednio Cy oraz Py w
czasie N. Mamy wigc Cy = Vy(¢°) oraz Py = Vi (¢P).

Oznaczamy jako C,, = V,,(¢¢) oraz P, = V,,(¢"), czyli wartosé¢ opcji kupna i sprzedazy
w chwili n. Z twierdzenia 2.4 ciag (Vn)0<n< ~ jest martyngatem. Otrzymujemy wiec, ze
ciagi zdyskontowanych wartoéci opcji kupna (Cy,)ocn<n 1 0pcii sprzedazy (P, )ocn<n S8
martyngatami. Stad:

Cp=Cn(l+7r) " =E[Cy(1+7)V|F] (4.1)

i analogicznie
P, = P,(1+7)™" =E[Py(1+7)"V|F,] (4.2)
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Otrzymujemy:

Co = Po= (14 7)" VE[(Sy = K) = (K = 5x):| 7]
= (L+7)""VE[Sy — K|F,]
n—N SN N e N
= (1+7) E%T?EWO+H|EJ_K“+ﬂ
= (1+7)"E[Sy|F) = K(1+r)" "
=148, —K1+r)"N=8, - K1+r)" "

4.3 Cena opcji typu europejskiego w modelu CRR

Teraz wyznaczymy wartos¢ C,, = ¢(n, S,), znajac K, a,b,r oraz p. W tym celu potrze-
bujemy jeszcze pokazaé nastepujacy lemat, dotyczacy warunkowej wartosci oczekiwanej.

Lemat 4.6. Niech X 1 Y bedg mierzalnymi zmiennymi losowymi o wartosciach rzeczy-
wistych. Rozwazmy o-ciato B, takie ze X jest B-mierzalne, a Y niezalezne od B. Dla
dowolnej nieujemnej lub ograniczonej funkcji borelowskiej ® z wartosciami w R?, defi-
niujemy funkcje ¢ nastepujgco:

o(z) =E[®(z,Y)], VzeR
Wtedy ¢ jest funkcjq borelowskg na R oraz E[®(X,Y)|B] = p(X) p.w.

Dowdéd. Oznaczmy jako py rozktad zmiennej Y. Mozemy zauwazy¢, ze z definicji ¢ oraz
z definicji wartosci oczekiwanej:

olw) = E[o(@.Y)] = [ ®(a)pv(dy)

Zeby pokazaé réwnosé, skorzystamy z definicji warunkowej wartoéci oczekiwanej, musimy
wiec pokaza¢ dwa warunki:

1. ¢(X) jest zmienng B mierzalna,

2.VBeB [ge(X)dP = [5P(X,Y)dP.

Warunek 1. wynika z tego, ze ¢(X) jest borelowska funkcja zmiennej B mierzalnej.
Dla pokazania 2. wezmy dowolny zbiéor B € B. Oznaczmy jako px p rozktad taczny
(X, 1) oraz jako pux gy rozktad taczny (X, 15,Y). Jako ze Y jest niezalezne od B, to jest
niezalezne od X (B mierzalne) oraz od 1. Wiec rozktad taczny jest miara produktowa:
ix.By = px.p @ py. Korzystajac z twierdzenia Fubiniego oraz obserwacji z poczatku
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dowodu otrzymujemy:
[ X Y)dP = E[@(X,Y)15] = [ ®(r,y)La()nxny (dr, dz.dy)
= [ [ 150 p)nxalde, )y (dy)
= [ 15(2) [ @@, )nv(dy)ix.s(dr, d2)

= ) ]lBg[J(l')/LX’B(dZC, dZ) = E[lBSO(X)]

- /ng(X)dP.
O

Lemat méwi o tym, ze gdy liczymy warto$¢ oczekiwana E[®(X,Y)|B], gdzie X jest
B mierzalne, a Y niezalezne od B, to mozemy traktowa¢ zmienng X jakby byta stata.

Wracamy do wyznaczenia wartosci opcji call w chwili n. Podstawiajac do (4.1) Sy =
Sy TIX,, 1 T; dostajemy

Co = (147" "E[Cn|Fa] = (1 +1)" VE[(Sy — K)4|Fn]

N
= 1 +0)"El(Sa [ Ti-K)4|F].
i=n+1
Teraz skorzystamy z lematu. Zmienna [[Y, . T; = Y jest niezalezna od F, = B, a
Sy = X jest F,, mierzalne, ®(X,Y) = (XY — K),, wiec:

N
Co=(1+7r)"""E@X,Y)B =1+r)""E[(S, [[ T — K)+] =c(n,S,)
1=n+1
W wyznaczonym wzorze traktujemy S, jak stalta, warto$¢ oczekiwana mozemy policzy¢
z definicji. T} sa iid o rozktadzie dwupunktowym, wiec ich iloczyn bedzie miat wartosé
(1+a)? (14+b)N="=3 z prawdopodobienstwem p/ (1—p)¥ ="~/ dla kazdego j € {0, ..., N—n}.
Stad:

N—n

(. $,) = (L) Y (Nj‘ ”)pf‘ (1= p)¥ (S af (L + D)V — )

5=0

Powyzszy wzor pozwala wyznaczy¢ wartos¢ opcji call w chwili n, znajac aktualng wartosé
aktywa. Mozemy wiec zapisa¢ warto$¢ opcji call typu europejskiego w chwili 0 - czyli
cene teoretyczng:

Gr= ()Y (JJV )pfu ) (Sl aP (14 B~ K),

= Sojzi:) <];[>pj(1 —p)N-i (1+ ?ijilrJ)FNb)Nj K14 zd: (?)pj(l )N
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dla najwickszego d € N, takiego ze So(1 + a)¥(1 + b)¥~¢ > K. Oznaczajac p' = p}i‘:j,

dostajemy 1 —p’ = (1 — p)}—lﬁ, wiec dalej:
Co=50>_ (?)p’j(l —p)V = K(1+7) Z <N> —p)¥ (4.3)
= SoP[B(N,p) < d] = K(1+7)""P[B(N,p) < d] (4.4)

gdzie B(N, p) oznacza zmienng o rozktadzie dwumianowym z parametrami N, p. Korzy-
stajac z parytetu put/call wyznaczamy ceng teoretyczng opcji put:

Py=Co—So+ K1 +7)™N ==SgP[B(N,p) >d + K(1+7)""P[B(N,p) >d] (4.5)

Powyzej wyznaczyliSmy wzory w dwumianowym modelu wyceny opcji (CRR pricing
formula).

4.4 Hedging opcji europejskich

Powyzsza cena jest wolna od arbitrazu, kiedy wystawca otrzymuje tg kwote sprzeda-
jac opcje moze podazaé strategia ¢° generujaca Cy, czyli wyplate z opcji. Konstrukcja
portfela wedtug tej strategii pozwoli wystawcy opcji pozostaé zabezpieczonym przed wa-

haniami cen. Niech ¢? oznacza ilo§¢ instrumentu pozbawionego ryzyka w portfelu w
chwili n, chcemy wyznaczy¢ ¢¢, - ilos¢ ryzykownego instrumentu w chwili n. Mamy:

#° oraz ¢¢ sa F,_1 mierzalne. Jako, ze S, = S,_1(1+a) lub S, = S,_1(1 + b) mozemy
zapisa¢ dwie rownosci podstawiajac do (4.3):

¢2(1 + )"+ @0 S,—1(1 4+ a) = ¢(n, Sp—1(1 + a)),

(1 4+7)" 4+ ¢¢S,_1(1 +b) = c(n, Sp_1(1 +b)).
Odejmujac je stronami mozemy wyznaczy¢:

c(n, Sp—1(14+0b)) — c(n, Sp—1(1 + a)).

¢C = A(n,snfl) = S, —l(b - CL)

n

Jest to ilos¢ ryzykownego instrumentu, ktérg powinien mie¢ w portfelu w chwili n wy-
stawca opcji, ktory chee byé¢ wyptacalny gdy opcja spadnie oraz gdy urosnie, tyle wiec
musi zakupi¢ w chwili n — 1.

Mozemy zapisaé to w czytelniejszej postaci:

Cch —Ce

A(n Sn 1) Sb Sa,

(4.7)
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gdzie Cb S oznaczaja warto$¢ opcji i ceng instrumentu bazowego w momencie n, jezeli
w ostatnim kroku cena instrumentu zmieni si¢ o 1+b (wzrosnie). Analogicznie C%, S¢.

Korzystajac z tego, ze strategia ma by¢ samofinansujgca mozemy wyznaczy¢ ilosé
bezpiecznego instrumentu uzywajac twierdzenia 3.4:

¢_‘/O+Z¢AS ¢Cn1_n1 gbcnl

RozwazaliSmy tutaj opcje kupna z ceng C,,, jednak dla opcji sprzedazy zachodzg te same
wtasnosci. Wiec ogolnie strategia zabezpieczajaca zaktada, ze w chwili n — 1 posiadamy
portfel sktadajacy si¢ z:

Vb_va
® On= G S% aktywa bazowego,

o ¢0 = — $nS,_1 bezpiecznego aktywa,

gdzie Vs jest wartoscig zdyskontowana opcji w chwili n — 1, V.2, V¥ - wartodciami opcji
gdy cena aktywa bazowego w kolejnym kroku spadnie/zmaleje. Wraz ze wzrostem cen
aktywa bazowego wartos¢ opcji kupna rosnie, a opcji sprzedazy maleje. Mozemy wiec
wywnioskowaé, ze ¢¢ > 0 oraz ¢F < 0.

4.5 Przypadek graniczny - ceny Blacka-Scholesa

Do tej pory wszystko odbywato sie na skoniczonej przestrzeni, czas od 0 do T' dzielilismy
na N ’kawalkow’, warto$ci opcji zmieniaty sie w tych N momentach. Teraz chcemy
przejs¢ z N do nieskonczonosci, zeby otrzymaé¢ ceny w modelu ciagtym. Musimy w tym
celu wprowadzi¢ pewne zmiany w oznaczeniach.

Gdy rozwazaliSmy model dla konkretnej liczby okreséw, r oznaczato stope w jednym
okresie, jednak jezeli okresy sg coraz krotsze to stopa ta bedzie si¢ zmniejszaé¢ (réwniez
dazy¢ do 0). Oznaczmy 7y stope w jednym okresie przy podziale odcina [0,7] na N
okresow. W ciggltym modelu potrzebujemy ciagtej stopy procentowej, czyli intensywnosci
oprocentowania R. Dobieramy ja tak, zeby byta stopa ’graniczna’, czyli zeby spetniata:
el =limy_oo (1 4 ry)" stad ry = ZL.
Zmiana ceny w jednym okresie nastepowata na dwa sposoby, tzn. zmienne T; miaty
wartosci {1 + a,1 + b}, ktére oznaczalty dwa mozliwe warianty zmiany cen w jednym
okresie. Planujemy skracac okresy, wiec musimy tez zmniejsza¢ wahania cen. Oznaczamy
wiec {1+ ay, 1+ by} wartosci zmiennych T; przy N okresach. Gdy dtugos$¢ okresu dazy
do 0, to samo dzieje si¢ z warto$ciami ay, by .

Chcemy wprowadzi¢ parametr o, od ktorego zaleza te wahania cen w okresie [0, 7.
Jest to tzw. zmiennoéé (volatility) ceny aktywa w czasie T (uzywa sie takze o = /T,
gdy znamy zmiennos¢ w jednostce czasu). Jest to parametr, ktérego nie mozemy bez-
posrednio zaobserwowac¢. Mozna go estymowaé statystycznymi metodami na podstawie
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historycznych zmian ceny aktywa lub wyznaczy¢ go znajac rynkowa cene opcji i korzy-
stajac z formuly na ta cene (w praktyce czesto wlasnie do tego uzywa sie wyznaczanych
przez nas wzoréw). W zaleznosci od o wyznaczamy ay, by tak zeby spekiaty:

o l+ay 0 o l+by o (4.8)
gl—l-?"N VN’ g1+7“N VN .

Caly czas zadamy wykonalnosci i zupelosci rynku, wiec dla kazdego N zachodzg wa-
runki opisane w sekcji 4.1. Korzystajac z tej wiedzy i z rachunku prawdopodobienstwa

wyznaczymy ceny graniczne, ktére okazujg sie by¢ takie same jak wyznaczone metoda
Blacka-Scholesa.

1

Lemat 4.7. Niech (Yn)n>1 bedzie ciggiem zmiennych losowych takich, Ze
Yy =XV + ..+ X7,

gdzie dla kazdego N zmienne XN sqiid, przyjmujq wartosci {\7—%, \/"—ﬁ} oraz E[XN] = un.
limpy oo Nuy = . Wtedy cigg (Yn) zbiega wedtug rozktadu do N(u,c?).

Dowdéd. Na mocy twierdzenia Lévy-Craméra wystarczy, ze pokazemy zbiezno$¢ funkcji
charakterystycznych ¢y, zmiennych Yy do funkcji charakterystycznej rozktadu N (p, o?).
Korzystamy z niezaleznodci i wasnosci rozktadu XV oraz rozwinigcia funkcji wyktadni-
czej w szereg Taylora.

dyy (t) = Elexp(itYy)] = E —f:v[lexp(z'tX]]-V)] = ﬁE[exp(itX;V)] = (E[exp(itXM)])N
= (IP’ [X{V = —\;N: exp (it(—&)) +P [va = UN] exp (it&) )
_ (IP’ [X{V — _\;N_ (1 - z‘t\/‘% + (Zt;av) —l—o(;[)

el 5] (e B o)

N
= (1 Fitpy — t;'\; + o(if))

Mozemy wiec policzy¢ granice

t20? 1"
A}linoo Pyy (t) = Z\}gnoo (1 +itpun — oON + 0()) = lim |1+

. 202
= exp (zt,u — 2) = ON(uo2)(t).
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Wiee (Yy) % N(p, 0?) O

Najpierw znajdziemy cene opcji sprzedazy korzystajac z (4.2) dla ustalonego N:

Py _(1+}§\IT> [(K_SN)+|fO]:(1+JjVT) El(K SOZHIT) ]

_E [((1 + }]%VT)NK S exp(YN)> J

gdzie

N N T, N T,
[ = o (on [ ) =ow(Shos 1),

=1

N
exp(Yy) = (1+ry) " Iz =
=1

stad mamy
Y, Zlo L
N 1 +ry
Niech X}V = log - . +“N ,log 1J“bN} poniewaz T} sg
itd o rozkladzie jak w TWlerdzemu 4.4. Wiemy, ze log ii‘;g = % oraz log }iﬁx = %,

wie X}V ma wartodei w { 7%, %}, a stad:

— 2 —exp %= —exp =
o o o
E XiN D 1 1—2p VN - VN .
X vVIN ( )\/ = >\/N exp —"W — exp —% v N N

Ponadto korzystajac znow z rozwiniecia liczby e w szereg:

2—expj—ﬁ—exp\;—% o

lim Nuy = lim N

N—oo N—oo  exp ﬁ — exp \;7% JN
o 2 (A S oV) = (1 + e — o)
T R ) B R )
= o(N7))

VN

= hm O’\/_ = lim
(2 + O(N—3/2)) N—o0 (20 + o(N12)
_ g2 -1 3 2
= lim 0( o —o(N")) -7 _ 7
N—oo (20 + o(N—1/2)) 20 2

wiec ciag (Yy) spelnia zalozenia lematu 4.7. stad (Yy) > N(—";,az). Niech ¥(y) =
(K exp(—RT) — So exp(y))+, wtedy:

PN _E(4(Yy))| = ‘]E [((1 + ]jVT) K — S, exp(YN)> — (K exp(~RT) - S exp(YN)>+] |

+
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TN\ -N
< K‘ (1 + Jj\f) — exp(—RT)

Dzieki temu, ze analizujemy opcje put funkcja 1 jest ograniczona ciagla funkcja, (Yu)
jest zbiezne wedtug rozktadu, mozemy wiec napisac:
A}im PN = ]\}im E[¢(Yn)] = ]E]\}im v(Yn) =Ey(Y)
gdy Y' ~ N(0,1), mozemy napisa¢ Y = oY’ — "2—2, stad:
lim P = 1/(K€RT - Soeay’§) e’%dy
N 0 V2T JR *

02
wyrazenie podcatkowe jest rézne od 0 gdy Ke #T — Spe¥~% > 0, dostajemy stad
y < log K —logSo—RT+02/2 _ dl

wiec dalej mamy:

lim PN =

1 d
NS O T\ or /_Oo (

1 di 42 SO d1 o2 y
= —Ke_RT/ e 2dy — e’V T T2 dy
vV 2T —00 vV 21 J—c

Ke T — Soem=7 ) e d
o€ e Y

_ L Ke T /d1 6_ﬁd _ S e‘<y72d>2d
\ 2T —c0 Y V2T J—oc0 Y
1 d1 y2 S di—o y2
= —Ke’RT/ e~ Tdy — 2L e 2d
\ 2T —00 y V21 J— Y
= KG_RTF(dl) - S()F(dl - O') = PO (49)

gdzie F' jest dystrybuanta rozkladu N(0,1). Otrzymalismy wiec jawny wzér na warto$é
opcji sprzedazy w chwili 0. Teraz korzystajac z "put/call parity equation” mozemy tatwo
wyznaczy¢ wartos¢ opcji sprzedazy:

Jim CN = SoF(—dy +0) — Ke *TF(—d,) = C. (4.10)

4.6 Przyktad

Chcemy teraz wykorzysta¢ uzyskane do tej pory rezultaty, zeby wyceni¢ roczna opcje i
przedstawi¢ dla niej strategie zabezpieczajaca. Rozwazmy model 4-okresowy (N = 4),
czyli zmiana cen nastepuje co 3 miesiace, w ktéorym mamy dostepng akcje o wartosci
So = 100, znamy takze jej zmienno$¢ w ciagu roku o = 0.2. Zatézmy, ze akcja nie
wyplaca dywidend oraz istnieje mozliwo$é inwestycji ze stopa wolng od ryzyka r = 5%
w jednym okresie (raczej nie spotykana w praktyce). Chcemy wycenié opcje europejskie
typu call i put z cena wykonania K = 110 uzywajac czterookresowego modelu CRR.
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Wyznaczamy parametry a, b korzystajac z (4.8):

l+a= exp(—%)(l + 1) = exp(—0.2/2) - 1.05 ~ 0.95,

1+b= exp(%)(l +7) = exp(0.1) - 1.05 ~ 1.16,

oraz z twierdzenia 4.4 miare probabilistyczna, wzgledem ktérej zdyskontowane ceny akeji
sg martyngatami:
,

b—
P(Sp+1/Sn=14a)=1—-P(S,41/Sn=1+b)=p = P ~ 0.52.

Tak wiec ze wzorow wyznaczonych w paragrafie 4.3:

Co= (L4+r)'E[(Ss = K)+] = (1+7)* 39/ (1= p) (So(1 4+ af (14 5)" — K

= 1.054((1 — p)*(100(1 + b)* — 110) + 4(1 — p)*p(100(1 + b)*(1 + a) — 110)
+6(1 — p)*p*(100(1 4 b)*(1 + a)? — 110)) = 13.656,

mozemy tez policzy¢ ze wzoru (4.4), tutaj d = 2,p" ~ 0.475 :
Co =100 -P[B(4,p') < 2] — 110 - (1.05)~* - P[B(4,p) < 2] = 13.656,
i wyliczamy cene put korzystajac z (4.5):
Py =13.656 — 100 + 110 - 1.05~* = 4.153277.

Teraz wyliczymy ceny ze wzoréw Blacka Scholesa (4.9) i (4.10), zeby poréwnaé¢ wyniki.

R="1=02,d ~ —0.42

FyP% =110-¢7%% - F(dy) — 100 - F(dy — 0.2) = 3.609359.

Widzimy, ze w tym przypadku cena opcji kupna wyznaczona metoda dwumianows, jest
doktadniejsza niz opcji sprzedazy.

W powyzszy spos6b bardzo szybko mozna wyznaczy¢ ceny opcji w chwili 0. Jednak
dla kogos, kto wystawia opcje istotna jest takze wiedza co dzieje sie z wartoscig opcji
w czasie jej trwania. Mozemy przedstawi¢ ewolucje cen opcji kupna na nastepujacym
diagramie:
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S,=156.26 .0)
C3=515

(3.00

S,=134.66
Co=34.89

$,=127.94
C3=23.18

(4.4)

Na poczatku uzupeliamy wartosci S,, - czyli ceny akcji w kazdym wierzchotku.
W (0,0) wpisujemy obecng cene akcji Sy = 100, w kolejnych S, = S,_1(1 + a) jezeli
poszlismy w dot, S, = S,_1(1 + b) jezeli w gére. Wiec np. w (1,0) wpiszemy S; ~
100-1.16 = 116, w (1,1),5; ~ 100 - 0.95 = 95.

Nastepnie uzupetiamy wartosci opcji C,, w danym wierzchotku. Poniewaz wiemy, ze
Cy = (Sy — K) 4 mozemy od razu uzupelnié¢ ostatnia kolumne. Nastepnie korzystajac z:

n—1,8_1)=(1+7r)"E[C,|F_1]
Do (Sua(1+) = K)s + (1= (S, a(148) — K).)
r)7 e Ch+ (1—p) - Cp)

uzupelniamy kolejne ceny korzystajac z tego wzoru. Tak wiec na przyktad w wierzchotku
(3,3): C3 = 1.057(p-0+(1—p)-0) = 0, aw (3,0) : C3 = 1.0571-(p-38.46+(1—p)-71.3) =
51.5 i tak dochodzimy znowu do Cy = 13.656.

Ten diagram pozwala sledzi¢ zmiane cen akcji i zmiane wartosci opcji, ponadto korzy-
stajac ze wzoru (4.7), mozemy wyliczy¢ jaki sktad powinien mieé¢ portfel zabezpieczajacy.

Zgodnie z tym na poczatku gdy sprzedamy opcje powinnismy mieé¢ ¢; = A(0, 100) =
23T — (.72 akcji oraz ¢ = Cy — ¢y - Sp = 13.656 — 0.72 - 100 = —58.72 gotowki.

W praktyce oznacza to, ze gdy sprzedamy opcje, powinniSmy pozyczy¢ 58.72 bez-
piecznego aktywa (np. pozyczka w banku), a za pozyczone pieniadze i zarobek z opcji
kupié¢ 0.72 akcji.
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5 Opcje amerykanskie

Opcje europejskie wyceniane w poprzednim rozdziale to pochodne instrumenty finansowe
dajace prawo do zakupu lub sprzedazy podstawowego instrumentu jedynie w momencie
wygasniecia opcji. Z kolei posiadacz opcji amerykanskiej moze ja wykonaé¢ w dowolnym
momencie przed wygasnieciem. Naturalnie mozemy sie spodziewac, ze opcja amerykanska
bedzie drozsza niz europejska, poniewaz uprawnia nas zaréwno do tego co europejska jak
i do wcze$niejszego wykonania.

Wracajac do poprzednich konwencji zaktadamy, ze wahania cen oraz mozliwos¢ sprze-
dazy ma miejsce w chwilach 0 < n < N. Zdefiniujmy nieujemna zmienna losowa (Z,),
adoptowana do (F,), ktéra jest zyskiem spowodowanym przez wykonanie opcji amery-
kaniskiej na instrument S', 7z cena wykonania K w momencie n. Wtedy Z, = (S} — K)
dla opcji kupna, Z, = (K — S}), dla opcji sprzedazy.

Cheemy okreslié¢ warto$¢ opcji powiazanej z (Z,,), bedziemy ja oznaczaé¢ U,,. Wiemy,
ze w czasie N mamy Uy = Zy, poniewaz jest to ostatni moment na wykonanie opcji.
Zastanéwmy sie jaka powinna by¢ wartos¢ Uy_. Sa wtedy dwie mozliwosci: albo posia-
dacz opcji wykona ja od razu i zarobi Zy_; albo poczeka do momentu N i zarobi Zy.
Wiec w czasie N — 1 wystawca musi posiada¢ wystarczajaca ilo$¢ pieniedzy, zeby by¢ w
stanie wyptaci¢ zysk posiadaczowi opcji w obu przypadkach.

Jezeli kupujacy opcje wykona ja od razu w chwili N —1, wystawca potrzebuje posiadac
wielkos$¢ zysku: Zy_1. Jezeli poczeka do chwili N wystawca w chwili N — 1 musi posiadaé
srodki potrzebne do wygenerowania zysku, ktéry bedzie musiat wyptaci¢ w chwili NV,
czyli Zy. Rynek jest zupelny, wiec istnieje strategia, ktéra wygeneruje warto$¢ Zy. Jej
wartosé w chwili N — 1 to E[Zy "3 [ Fiv_1] = 5% E[Zy| Fy_1.

Stad kwota potrzebna wystawcy opcji to maksimum z tych wartosci:

UN_1 = max(ZN_l, S?V_1]E[ZN|'FN—1D-

Mozemy mysle¢ w ten sposob o cenie opcji amerykanskiej w kazdym momencie 0 <
n < N. To znaczy jako o maksimum z dwéch wielkosSci:

e /7, - wyplata z wykonania opcji w momencie n, wielkos¢ ktorej potrzebowalibysmy
gdyby wtasciciel opcji wykonal ja natychmiast,

o SOE[U,41|F,] - wartosé strategii replikujacej cene opcji w kolejnym momencie, tyle
potrzebujemy jezeli wtasciciel opcji jej nie wykona.

7 powyzszych rozwazan otrzymujemy wzor:

U, = max(Z,, SCE[U,41|F]). (5.1)
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Mozemy zalozy¢, ze oprocentowanie jest rowne r, wtedy S° = (1 + r)" oraz U,, =
U _
S0
postac:

(1 + r)7"U, jest zdyskontowana cena opcji amerykanskiej, wzor (5.1) przyjmuje

Un = max(Zy,, (1 + 1) 'E[Un1| F)).

Ciag zdyskontowanych cen (U, )o<n<n jest postaci:

Uy =Zy
Un = max(Zy, E[Un+1|Fn]).

Widzimy wiec, ze zdyskontowane wartosci opcji (Un) sg koperta Snella zdyskontowa-
nych zyskéw z wykonania opcji (Z,).

7 twierdzenia 2.8 wiemy, ze (Un) jest nadmartyngalem, mozemy wiec zastosowac
rozktad Doob’a opisany w twierdzeniu 2.7:

gdzie (M,) jest martyngatem, (A,) jest niemalejacym przewidywalnym ciagiem, z Ay =
0. Rynek jest zupelny, istnieje wiec samofinansujaca strategia ¢ warta Vi (¢) = S% My,
wtedy Vi (¢) = My. Wiemy tez, ze (V,(4))n jest martyngatem jako transformata mar-
tyngatowa zdyskontowanych cen. Stad:

Va(9) = ElVi(9)|F.] = E[My]|Fo] = M,

Dalej mozemy wiec napisac:
U, = V,(¢) — A,

gdzie A, = SPA, > 0, wiec:
Uo = Vo(9) — Ao = Vo (9).

Widzimy, ze stosujac strategie ¢ z wartoscia poczatkowa Vp(¢) w kazdym momencie
wartos¢ portfela bedzie nie mniejsza niz wartos¢ opcji. Wiec w szczegdlnosci, w kazdym
momencie bedzie nie mniejsza niz zysk z wykonania opcji. Stad cena opcji amerykanskiej
powinna wynosic:

Up = Vo(¢) = E[Mo,

poniewaz wtedy wystawca opcji otrzymujac Vy(¢) moze sie zabezpieczy¢ zgodnie ze stra-
tegia ¢.
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6 Czas zatrzymania

Kupujac opcje typu amerykanskiego jej posiadacz moze ja wykona¢ w dowolnym mo-
mencie. To znaczy, ze majac proces losowy opisujacy zmiany cen instrumentu bazowego
moze zatrzymac go kiedy chce przez wykonanie. Naturalnie, chcialby wykonaé ja w takim
momencie by zmaksymalizowaé¢ swoj zysk.

Takie rozumowanie nie pozostaje tez obojetne dla ceny opcji. Wystawca opcji musi
przeciez by¢ zabezpieczony w kazdym momencie, a wiec zwlaszcza wtedy, gdy posiadacz
maksymalizuje zysk.

W tym rozdziale bedziemy szukaé regut, ktére powiedza nam, kiedy najbardziej opta-
ca si¢ wykona¢ opcje oraz ile wtedy mozemy dzigki niej zyskac.

Definicja 6.1. Funkcja v :Q — {0,1,...N} jest czasem zatrzymania, jezeli dla kaZdego
n € {0,1,.., N} spelnia {v =n} € F,.

Uwaga 6.2. Réwnowaznie, v jest czasem zatrzymania gdy dla kazdego n € {0,1,..., N}
zachodzi {v < n} € F,.

Niech 7, y - zbior czaséw zatrzymania o wartosciach w zbiorze {n,n+1,..., N}.
Definicja 6.3. Mowimy, zZe czas zatrzymania v jest optymalny dla ciggu (X,)o<n<n 9dy:

E[X,|Fo] = sup E[ X, | Fo]
To,N

Optymalny czas zatrzymania maksymalizuje wartos¢ oczekiwang zmiennej. Naszym
celem jest wiec wyznaczenie optymalnych czaséw zatrzymania ciagu (Z,) opisujacego
zysk z wykonania opcji.

Dla ciagu adoptowanych zmiennych losowych {X,}o<cn<n 1 dla czasu zatrzymania v
mozemy zdefiniowa¢ zatrzymany proces nastepujaco:

{Xl, gy v<n
An —

XV =X,
X, gdy v>n

Twierdzenie 6.4. Jezeli cigg {X,} jest martyngatem, (podmartyngatem, nadmartyn-
gatem) oraz v jest czasem zatrzymania to zatrzymany proces {X,a,} jest réwniez mar-
tyngalem (podmartyngalem, nadmartynagatem).

Dowad. .
Xopw = Xo+ D (X — Xio) iy,
i=1
{i <v}={v<i—1}°€ Fi_1, wiec 1<, jest ciagiem przewidywalnym. Stad X, jest
transformata martyngatowa, martyngatu (X,) a wiec z twierdzenia 2.4. jest martynga-
tem. Podobnie mozna pokazaé¢ dla pod- i nadmartyngatu. O]
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6.1 Optymalne czasy zatrzymania

Pokazalismy juz, ze ciag zdyskontowanych wartosci opcji amerykanskiej jest kopertg Snel-
la zdyskontowanych zyskéw z wykonania opcji. Bedziemy wiec oznaczaé przez (U, )o<n<n
ciag bedacy koperta Snella ciagu (Z,)o<n<n-

Chcac znalezé optymalny czas zatrzymania mozemy zauwazy¢, ze dla posiadacza
opcji nie optaca sie wykonywac jej kiedy U,, > Z,,. Wtedy otrzymaltby on jedynie Z,,, w
zamian za opcje, ktora jest warta U, - czyli wiecej. Dlatego przyjrzymy sie nastepujacemu
czasowi zatrzymania:

vy = inf{n > 0|U,, = Z,,}.

Twierdzenie 6.5. vy jest czasem zatrzymania. Ponadto wtedy zatrzymany proces {Uppu, }
jest martyngatem.

Dowdd. Wiemy, ze Uy = Zy, wiec na pewno vy € {0,1,..., N}. Zdarzenie {vy = 0} =
{Up = Zy} € Fy poniewaz Uy, Zy € Fy. Dla pozostatych wartosci k > 1:

{V() = k’} = {UO > Zo} N...N {Uk—l > Zk—l} N {Uk = Zk} S Fk,

wiec vy jest czasem zatrzymania.
Teraz chcemy pokazad, ze zatrzymany w ten sposob proces jest martyngatem. Moze-
my go zapisa¢ nastepujaco:

U;.:O - UO + Z]l{l/()}i}(Ui - Ui—l)-

i=1
Wtedy dla dowolnego n € {0,1,...., N — 1}:
Unts = Un® = Luozni1} (Una — Un)-

U, = max(Z,,E[U,+1|F,]), a na zbiorze {vy > n + 1} mamy U, # Z,, wiec U, =
E[Un11|Fn)-

Podstawiajac to do powyzszego, a nastepnie warunkujac stronami wzgledem F,
otrzymujemy:

E[ 773—1 - U50|~7:n] = ]l{l/o>n+1}E[(Un+1 - E[Un+1|}_n])|"fn} =0,
poniewaz {vy > n+ 1} = {vy < n}° € F,. Powyzsza rownos¢ dowodzi tezy. O
Whniosek 6.6. Czas zatrzymania vy jest optymalny oraz:

U() = E[ZZ,0|.7:0] = sup E[Z,,|.7:0]
To,N
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Wykonanie opcji wedtug tej zasady maksymalizuje wartos¢ oczekiwang zysku. Jest
to najwiekszy spodziewany na poczatku zycia opcji zysk, wiec gdyby cena opcji Uy byta
mniejsza istniataby mozliwos¢ arbitrazu.

Dowdod. 7 poprzedniego twierdzenia U™ jest martyngatem, wiec:
Uo = Up® = E[UY[Fo] = E[Us,|Fo] = E[Zy,| Fol.

Dalej, zeby pokaza¢ optymalnos¢ wezmy dowolny czas zatrzymania v € 7y y. Zatrzymany
ciag U” jest wtedy nadmartyngatem z twierdzenia 6.4. Zatem:

Uy > E[UK|Fo) = E[U,|Fo] = E[Z,|Fo],

a stad juz wiedzac, ze dla 1y zachodzi réwnosé¢ otrzymujemy teze.

Mozemy uog6lni¢ powyzszy wniosek i napisac:

U, =E[Z,, |F,| =sup E[Z,|F,],

n,N
gdzie v, = inf{i > n : U; = Z;}. W kazdej chwili warto$¢ opcji jest wartoscia oczekiwang
zysku z wykonania opcji w optymalnym czasie.

vy jest pierwszym momentem, w ktorym wykonanie si¢ optaca. Jednak takich mo-
mentow moze by¢ wiecej. Ponizsze twierdzenie charakteryzuje wszystkie optymalne czasy
zatrzymania.

Twierdzenie 6.7. Czas zatrzymania v jest optymalny wtedy @ tylko wtedy gdy:
1.72,=0U,
2. (Uyan)ocngn jest martyngatem.
Dowdd. Jezeli UY jest martyngatem i Z, = U, to Uy = E[U,|F] = E[Z,|Fy], wiec z
wniosku 6.6. mamy, ze v jest optymalny.
W druga strone, gdy v jest optymalny to:

E[UA:F()] > E[ZV|F0] = sup E[Z,,|F0] > E[Zyo|f0] = ]E[Uyo|f0] == Uo > E[Uyl./f()],

To,N
a stad oraz z U, > Z, wnioskujemy, ze U, = Z,,.
7 tego, ze U jest nadmartyngatem oraz z réwnosci powyzej :

Up = E[U,pnl|Fo] > E[U,|Fo] = U,
wiec nierownos¢ mozemy zastapi¢ réwnoscia:
E[U,nn|Fol = E[U,|Fo] = E[E[U,|F,]| Fol-
Ponadto Uy, = E[U,|F,], wiec zachodzi réwnos¢ U, , = E[U,|F,]. Dalej:
]E[Uym|-7:n—1] = E[E[Uu’fnﬂfn—l] = E[Uu|~7:n—1] = Uvan-1,
wiec (UY) jest martyngatem. O
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6.2 Najwiekszy optymalny czas zatrzymania

Przypomnijmy, ze koperta Snella jest nadmartyngatem, wiec mozemy zapisa¢ ja w po-
staci rozktadu Doob’a U,, = M,, — A, gdzie (M,,) - martyngal, (A,) - przewidywalny
ciag niemalejacy Ag = 0. Rozwazmy zmienna:

LN Ay =0
T inf{n : A, # 0} Ay #0

Zgodnie z rozwazaniami z konca poprzedniego rozdziatu, wystawca sprzedajacy opcje w
(¢) 1 postepujac zgodnie ze strategia ¢ w kolejnych
momentach dla k € {1,...; N — V0. } Wygeneruje zysk:

tym momencie zarobi U, =1V,

mazx Vmax

VVmax‘f'k(gb) - UVmaw+k + AVmaac+k7

jako ze A,,,..+1 > 0oraz (A,) jest niemalejacy, zysk wystawcy opcji bedzie $cisle wiekszy
niz wartos¢ opcji. Wiec dla posiadacza opcji ostatni optacalny moment wykonania to

Vmax'
Twierdzenie 6.8. v, jest najwickszym optymalnym czasem zatrzymania (Z,).

Dowdd. Vya, jest czasem zatrzymania, poniewaz

{l/max = k}} = m {An = 0} N {Ak+1 > 0} € Fy,
n<k
bo A1 € Fi, gdyz (A,) jest przewidywalny.

W celu pokazania optymalnoéci skorzystamy z 6.7.

U, = M, — A, wiemy z definicji Vpaz, ze A; = 0 dla i < Vpae. Wiee (U"mer) =
(MVme=). Skoro (M,,) jest martyngatem, to zastopowany ciag (M) réwniez, tak wiec
(UYmer) - martyngal.

Dalej, mozemy zapisa¢ U,,qy:

N—-1 N—-1
UVmaac - Z ]'{Vmaa::i}Ui—}_]]'{Vmaz:N}UN = Z ]'{Vmaz:i} maX(ZZ7 E[UZ+1|‘E])+]]'{VMG,Z:N}ZN7
=0 =0

ale na zbiorze {V, = 1} mamy A; =0, A;11 > 0, wiec:
M; = U; = max(Z;, E[U;41|F]) = max(Z;, E[M; 11— A |Fi]) = max(Z;, Mi—Ai1) = Z;,
dlatego U,, = Z

'max Vmaz

wiec z tw. 6.6. Ve, jest optymalny.
Pozostaje pokazac, ze jest to najwiekszy czas zatrzymania. Zatézmy, ze istnieje wiek-
Szy czas zatrzymania v > V.., wtedy:

ElU,] = E[M,] - E[A,] = E[Mo] — E[A,] = E[Uo] — E[A,] < E[Uy],

co przeczy warunkowi 2. z twierdzenia 6.7. (UY) nie jest martyngatem, wiec v nie jest
optymalny. O]
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7 Ceny i optymalne wykonanie opcji amerykanskich

W poprzednich rozdziatach wyznaczyliSmy zaleznosci jakie musi spetia¢ cena Uy opcji
amerykanskiej, zeby wystawca w kazdej chwili byt wyptacalny stosujac strategie ¢:

Uy = Vo(¢) = sup E[Z,|F].

veTy N

7.1 Opcja call

Twierdzenie 7.1. Niech U, bedzie ceng opcji amerykanskiej w chwili n, z ktorej zysk
opisuje ciag (Zn)o<n<n, @ Cy ceng opcji europejskiej wyplacajacej Zn w chwili N. Wtedy:
(1) U, > C,
(2) jezeli dla wszystkich n C,, > Z,, to C,, = U, Vn € {0,1,..N}

Dowdd. (1) zachodzi poniewaz opcja amerykanska uprawnia do tego co europejska i
dodatkowo mamy mozliwo$é¢ wezedniejszego wykonania. Scidle:

U, = max(Zn, Bl Zn 1| Fn)) > E[Zx|Fn] = Ch.
(2) Jedli C,, > Z, to réwniez C,, > Z,, ponadto (C,,) jest martyngatem wiec:

U, = maz(Zn, B[ Zp 1| Fn]) < maz(Ch, E[Crir|Fp]) = Cp,
stadiz (1) C, = U,. O

Whniosek 7.2. Ceny opcji kupna amerykanskiej © europejskiej z tg samag datg wygasniecia
i ceng wykonania sq rowne.

Dowdd. Z, = (S, — K)y, Cy=Zy, wtedy :

Cn =E[Cy|Fo]) = A+ 1) VE[Ox|F] = (1+7) VE[(Sy — K){|F)
> (1+7)VE[Sy — K|F,) = E[Sy|F.] — 1 +7) VK
=S, —(1+7r) VK.

Stad C,, > S, — (1 +7)"" VK > S, — K, poniewaz r > 0,n — N < 0. Ponadto C,, > 0,
wiec Cy, > (S, — K); = Z,. Z poprzedniego twierdzenia C,, = U,. ]

Wynika z tego, ze do wyceny amerykanskiej opcji kupna mozemy uzywac¢ wzoru
Blacka- Scholesa wyznaczonego pod koniec czwartego rozdziatu.

Zauwazmy ponadto, ze dlan € {0,1,.. N —1}: U, =C,, > (S, — (1 + )" VK), >
(Sn—K)y = Z,, wiec U, > Z,, czyli zgodnie z twierdzeniem 6.7 mamy jedyny optymalny
czas zatrzymania opcji w momencie N.
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Whniosek 7.3. Opcji amerykanskiej call nie oplaca sie wykonywac przed datg wygasnie-
cia.

Przyklad 7.4. Jesl inwestor nie wierzy w nasze teoretyczne rozwazania przeanalizujmy
tg sytuacje na przykiadzie. Zatozmy, ze posiadamy opcje kupna z ceng wykonania K = 50
na pewng akcje, ktora ma aktualng cene Sy = 100. Data wygasniecia przypada za pot roku.
Kuszgco wglgda wykonanie opcyi teraz za 50. Mozemy chciec to zrobi¢ z dwoch powodow:

(1) wierzymy, Ze cena akcji wzrosnie - chcemy jg trzymaé przez kolejne pét roku,
jednak akcja nie przynosi zyskow, gdy jest w portfelu. W tym wypadku bardziej oplaca-
toby sie nam zaptacié¢ za nig 50 za pol roku niz teraz. Mogloby sie tez okazaé, Ze jej
cena spadnie przez ten czas ponizej 50, wtedy wezesne wykonanie przyniesie straty, przed
ktorymi moze uratowac czekanie. W tym przypadku poine wykonanie chroni nas przed
wahaniami cen i zmianami warto$ci pienigdza w czasie.

(2) uwazamy, Ze jej warto$é spadnie - chcemy jg odsprzedaé od razu. Zarobimy na
tym Sy — K = 50. Jednak wiemy, Ze aktualna cena opcji ktorg posiadamy spetnia C >
So — K = 50. Wiec w tym przypadku bardziej oplaca sie nam sprzedaé opcje niz jg
wykonywac.

7.2 Cena opcji put w modelu CRR

Dla amerykanskiej opcji sprzedazy nie mamy takiego zwiazku z opcja europejska. W
szczegblnosci nie istnieje jawny wzor pozwalajacy wyznaczy¢ jej cene. Przyjmijmy zato-
zenia jak w rozdziale 4, zeby wyznaczy¢ wzor w modelu dwumianowym.

Z rozdziatu piatego wiemy, ze U, = max(Z,, (1 + r) 'E[U,.1|F,]). Niech P,,(n,x)
bedzie funkcja wyznaczajgca warto$¢ opcji amerykanskiej put w chwili n przy wartosci
aktywa bazowego x. Dlan € {0,1,..N — 1}:

P, = Pyn(n, S,) = max((K — S,)4, (1 4+ 1) 'E[P, 1| Fn]), (7.1)

oraz Py = P,n(N,Sy) = (K — Sn)4. Jezeli znamy warto$é instrumentu bazowego S,
w chwili n, to zgodnie z zatozeniami tego modelu w chwili n + 1 moze ona wynosi¢ albo
Sp(14a) z prawdopodobienstwem p = Z:—Z albo S, (1+b) z prawdopodobienistwem 1 — p.
Stad:

E[P,i1|Fn] = pPum(n+ 1,5, (1 +a)) + (1 = p)Pun(n+ 1, S,(1 4+ 0)) = f(n+1,5,)

Mozemy wiec zapisa¢ cene w chwili 0:

Py = P,;,(0,Sy) = max((K — Sp), ‘7251;_5;?)))

Zgodnie z teorig dotyczaca czaséw zatrzymania, optaca nam sie wykonaé opcje sprze-
dazy w pierwszej chwili, gdy jej wartos¢ P, = (K — S,,)+, czyli gdy profit z natychmia-
stowego wykonania jest wigkszy niz warto$¢ oczekiwana profitu przy czekaniu. W tym
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przypadku wczesne wykonanie sie optaca, gdyz przez wykonanie otrzymujemy pieniadze,
ktore mozemy dalej inwestowac i pozbywamy sie ryzykownej opcji. Te same czynniki, kto-
re wplywaty na to ze opcji kupna nie optaca sie wykonywaé¢ wczesnie powoduja, ze opcje
sprzedazy powinnismy wykonaé jak najszybciej.

7.3 Przyktad

Chcemy kontynuowaé przyktad rozwazany dla opcji europejskich. Przypomnijmy, ze roz-
wazamy model czterookresowy dla akcji wartej Sp = 100, 0 = 0.2 i wyznaczamy cene
opcji rocznej z ceng wykonania K = 110.

Wyznaczylismy: 1 +a ~ 0.95, 1 + b~ 1.16, p = 0.52.

Wiemy z tego rozdziatu, ze opcja amerykanska call jest warta tyle samo co europejska
i pierwszym optymalnym momentem wykonania jest data wygasniecia, z poprzednich
wyliczen wiemy juz Cy = 13.656. Ceny tej opcji zmieniajg sie tak samo jak na diagramie
przedstawionym w rozdziale 4.6, wiec zabezpieczanie opcji amerykanskiej odbywa sie w
ten sam sposob.

Chcac wyznaczy¢ cene opcji put najlatwiej jest postuzy¢ sie diagramem. Obliczamy
ceny w kolejnych weztach zgodnie ze wzorem (7.1). Musimy wiec obliczy¢ dwie wartosci:
zysk z natychmiastowego wykonania: (K — S,)+ 1 warto$¢ oczekiwana ceny opcji w
kolejnym kroku (1 + 7)'E[P,1|F,] czyli tzw. warto$¢ kontynuacji, a nastepnie wybraé
wiekszg z nich. Dlatego najpierw konstruujemy diagram na ktérym znajduje sie zmiana
cen akcji oraz payoff z wykonania w danym momencie (diagram po lewej). Nastepnie
tworzymy juz wlasciwy diagram (po prawej), ceny w ostatniej chwili (tutaj czwartej)

przepisujemy z pierwszego diagramu, poniewaz wiemy ze Py = Zy = (K — Sy)4.
Nastepnie uzupetiamy kolejne kolumny, jako W, oznaczamy wartos¢ kontynuacji.
S4=181.3
Z4=0

S,=156.26
Z3=0

(4.00

S4=148.45

$,=134.66 240

Z3=0
A1)

; S4=121.55
Zp=10 - Z4=0 Po=10

Wq=11.04
P, =15

(0.0 (< %.2) 0.0

$4=00 52

74=10.48 P4=10.48

5420148

74=28.52 P4=28.52

(4.4) 4.4y

Na przyklad dla wierzchotka (3,3) : W3 = 1.057' - (p - 28.52 + (1 — p) - 10.48) =
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19 ale zysk z wykonania opcji w tym wierzchotku wynosi Z3 = 24.24, wiec P; =
max(24.24,19) = 24.24. Postepujac tak z kolejnymi wierzchotkami dochodzimy do (0, 0)
i otrzymujemy F, = 10.

Strategie zabezpieczajaca mozemy wyznaczy¢ w ten sam sposob co przy opcjach
europejskich.

Konstruujac diagram mozemy takze wyznaczy¢ optymalny czas wykonania. Jak wie-
my, jest to pierwszy moment, w ktérym wartos¢ opcji jest rowna zyskowi z wykonania. W
tym przyktadzie optymalng strategia okazuje si¢ wykonanie opcji od razu po jej zakupie,
czyli w chwili 0, poniewaz natychmiastowy zysk jest wiekszy niz warto$¢ kontynuacji.
Oczywiscie mozemy zaryzykowac, co moze si¢ optaci¢, jezeli wykonamy opcje w jednym
z wierzchotkéw oznaczonych czerwonym okregiem - tam wyplata z wykonania opcji jest
wigksza niz wartos¢ oczekiwana wyptaty przy czekaniu.
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