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WSTEP

Wstep

Renty zyciowe, takie jak emerytury, stanowia jeden z finansowych filaréw wspotczesnego
spoteczenstwa. Zaktady ubezpieczeniowe oferujace tego typu kontrakty musza mierzy¢ sie
z wieloma przeszkodami takimi jak adekwatna wycena sktadki czy utrzymanie odpowied-
nich rezerw na przyszte wyptaty. Wspomniane problemy sa silnie powiazane z kwestia
ewolucji $émiertelnosci w czasie.

Analiza danych empirycznych wskazuje, ze oczekiwana dlugos¢ zycia przy urodzeniu
rosnie zar6wno w mocno jak i mniej rozwinietych regionach $wiata [10]. Pociaga to za
soba przedtuzenie stanu stabosci, w tym zachorowalnosci i niepetnosprawnoéci, wsrod
starszych osob, co wplywa negatywnie na jakos¢ ich zycia. W celu jej poprawy, moga one
wykupi¢ sobie polise dozywotniej renty, ktora przynajmniej czesciowo bedzie rownowazy¢
zwickszone wydatki na leki lub rehabilitacje. Firmy oferujace takie kontrakty czesto przy
ich wycenie korzystaja z deterministycznych tablic trwania zycia. Jednak takie podejscie
nie uwzglednia dynamiki zmian w ewolucji Smiertelnosci w czasie. Ubezpieczyciel moze
w zwigzku z tym niedoszacowaé¢ dtugosci trwania zycia swoich klientéw, co w najgor-
szym wypadku bedzie skutkowaé¢ bankructwem. Spowoduje to zmniejszenie mozliwosci
finansowych jego klientéw, majac przez to negatywny wptyw na ich zycie.

Ryzyko zwiazane z opisang wyzej sytuacja nazywa sie ryzykiem dtugowiecznosci. Ist-
nieje kilka sposobéw na jego redukcje, w tym hedging naturalny, reasekuracja oraz transfer
poprzez odpowiednie derywatywy. Celem niniejszej pracy jest formalny opis mechanizmu
dziatania oraz metod pierwszego z wymienionych sposobow, tj. hedgingu naturalnego.
Gléwna idea stojaca za tym podejéciem polega na tym, ze dany instrument finansowy
badz ubezpieczeniowy taczy sie z instrumentem, ktory dziata w stosunku do niego odwrot-
nie, przez co oba instrumenty znosza sie w pewnym stopniu. W przypadku rent zyciowych
gtownym kandydatem na taki instrument zabezpieczajacy stanowi ubezpieczenie na zycie.

W 1992 roku R. Lee oraz L. Carter wprowadzili w swoim artykule [§] stochastyczny
model centralnego natezenia $miertelnosci, co pozwolito na rozwiniecie si¢ dynamicznego
podejscia do wyceny polis ubezpieczeniowych i rentowych. W 2009 roku E. Pitacco, M.
Denuit, S. Haberman i A. Olivieri zaproponowali w swojej ksiazce [I1] podzial hedgingu
naturalnego rent zyciowych na dwa rodzaje:

e hedging poprzez czas,
e hedging poprzez dziedzine dziatalnosci,

w ktérym elementem rozrozniajacym jest kwestia zaleznosci wyptat kontraktow. W tej
samej publikacji wprowadzili réwniez dwie metody, ktore na potrzeby tej pracy nazwano
metoda rezerwy i metoda zwrotu. Z kolei w 2007 roku S. Cox oraz Y. Lin w swoim ar-
tykule [5] opisali swap, bedacy derywata natezenia $miertelnosci, pozwalajacy osiagnaé
hedging naturalny. Przy jego wycenie skorzystali oni z podejscia S. Wanga, w ktérym ce-
na kontraktu stanowi warto$¢ oczekiwang jego zdyskontowanych wyptat wzgledem miary
neutralnej na ryzyko, tzw. Q-miary, zdefiniowanej przy uzyciu transformacji Wanga [16].
Taka metoda wyceny jest jednak trudna do zastosowania na rynku polis ubezpieczenio-
wych i rentowych, dlatego w niniejszej pracy zaproponowano wariant wykorzystujacy
miare rzeczywista, tzw. P-miare.

W pierwszym rozdziale pracy wprowadzono podstawowe definicje oraz fakty dotyczace
matematyki finansowej, analizy przezycia i matematyki aktuarialnej. W rozdziale drugim
omowiony zostal model Lee-Cartera. Ponadto wyestymowano tez jego charakterystyki na
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podstawie danych dotyczacych Polski dostepnych w Human Mortality Database [15]. W
rozdziale trzecim opisano teori¢ stojaca za metodami hedgingu naturalnego, ktory na po-
trzeby niniejszej pracy jest zdefiniowany jako redukcja wspotczynnika zmiennosci wyptat
z portfeli polis rentowych i ubezpieczeniowych. Rozdziatl czwarty dotyczy eksperymentu
numerycznego, w ktérym przy pomocy symulacji zaprezentowano dziatanie wcze$niej opi-
sanych strategii redukcji ryzyka. Gléwne rozwazania wienczy sekcja, w ktorej wykonano
synteze wynikow wcze$niej wspomnianego eksperymentu oraz na jej podstawie wysunie-
to ogdlne wnioski. Do pracy dotgczono Appendix, w ktérym przedstawiono wtasnosci
warunkowej wartosci oczekiwanej oraz warunkowej wariancji.



1 PODSTAWOWE POJECIA I FAKTY

1 Podstawe pojecia i fakty

W tym rozdziale wprowadzone zostana podstawowe definicje i fakty wykorzystywane w
dalszych czesciach pracy. W Podrozdziale 1.1 opisane sg terminy zwiazane z matematyka
finansowa. W Podrozdziale 1.2 oméwione sg podstawy analizy przezycia. Podrozdziat 1.3
dotyczy zagadnien z matematyki aktuarialnej bedacej synteza dwoch wezesniej wspomnia-
nych dziedzin. Zaktada si¢, ze czytelnik zna podstawowe terminy i twierdzenia rachunku
prawdopodobienstwa, dlatego nie beda one tutaj omawiane.

1.1 Matematyka finansowa

Podstawowg zasadg matematyki finansowej jest zmiana warto$ci pienigdza w czasie. Niech
P € [0,+00) oznacza pewna liczbe pieniedzy w chwili 0. Niech 6 € R bedzie intensywno-
Scig oprocentowania w skali roku. Po n latach zaktualizowana wartos¢ kapitatu wynosi

F = Pe™.
Oczywiscie, mozna tez wyrazi¢ P z wykorzystaniem F":
P=Fe .

Moéwi sie wtedy, ze P to zdyskontowana na chwile 0 wartoéé kapitatu F, natomiast e~?
to roczna stopa dyskonta.

Naturalnie, jedli m € (n,n+1), to w chwili m kapitat koficowy wynosi F' = Pe®™. Taki
model oprocentowania nazywa si¢ modelem oprocentowania sktadanego z kapitalizacja
ciagta. Bedzie zaktadany w dalszej czesci pracy.

W praktyce ekonomicznej wazna role odgrywaja renty, ktére sa ciagiem ptatnosci
dokonywanych w réwnych odstepach czasu [12]. Matematycznie mozna je okresli¢ jako
ciag par

(T, Yn),

gdzie x, € R to wartosci przeptywoéw pienieznych, a y, € N to momenty dokonywania
platnosci. Ponadto, dla kazdego m,n € N zachodzi réwnosé

Yn — Yn—1 = Ym — Ym-1-

Niech yo = 0 bedzie chwilg poczatkowa. Wtedy warto$¢ renty w chwili y, mozna
wyrazi¢ jako

+0o0o
P=>3 z,e %
n=0

W dalszych czedciach pracy zaklada sie rownosé y, = n. Jezeli dla pewnego N € N
zachodzi
(Vn>N) z,=0

to rente nazywa si¢ N-letniag. W przeciwnym wypadku mowi si¢ o rencie wieczyste;j.
Ponadto, jesli zp = 0 to rente nazywa sie ptatng z dotu, a jesli zy # 0, to rente nazywa
sie ptatng z gory (dla N-letniej renty ptatnej z géry zachodzi jeszcze réwnosé xy = 0).
Dla czesci rent istnieja ustandaryzowane oznaczenia na warto$é¢ zdyskontowanych jed-
nostkowych platnosci, ktére nazywa sie tez czynnikami dyskontowania rent [12]:
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e n-letnia renta z dotu o jednostkowych wyptatach:

n 5 61_67571
amzzej =¢ =5
= 1—e

e n-letnia renta z gory o jednostkowych wyptatach:

n—1 _ ,—6(n—-1)
. 1—e
.. —is
a = e J = -—
n| Jz% 1 — 6—6

Powyzej zaprezentowane renty nie maja losowych wyptat, wiec nazywa sie je pewnymi.
Stanowig one punkt wyjscia przy opisie rent zyciowych w Podrozdziale 1.3.

1.2 Analiza przezycia

Niech (€2, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Niech T}, , bedzie nieujemng zmien-
na losows o rozkladzie zadanym dystrybuanta F, ,(t) z ciagla gestoscia f,,(t) = L F, (t).
Zmienng losowy T, , interpretuje si¢ jako przyszly czas trwania zycia osoby w wieku z
lat w roku kalendarzowym y. Dodatkowo rozwaza si¢ tez zmienne K, , = |T,,]| oraz
Sey = Tpy — [Tyy], ktore stanowia, odpowiednio, catkowity oraz utamkowy czas trwa-
nia zycia. Dla uproszczenia tresci, w dalszej czesSci niniejszego podrozdziatu wszystkie
wielkosci sg rozwazane dla odpowiednich lat kalendarzowych.
Prawdopodobienstwo, ze x-latek umrze przed chwilg ¢ jest oznaczone jako

12(y) = Fx,y(t) = P<Tw,y < t).

Prawdopodobienstwo zderzenia przeciwnego, tj. przezycia przez x-latka wiecej niz t,
ma postac

02(y) =1—F, ,(t) =P (T, >1).
Rozwaza si¢ rowniez prawdopodobienstwo, iz x-latek przezyje s lat po czym umrze w
przeciagu t lat. Oznacza si¢ je jako

s\tQJc(y) = Fx,y(t + 3) - Fm,y(s) = ]P(S < Taz,y < s+ t)'

Niech z = 01 w = min{t : Vz,y P(T,, > t) = 0}, tzn. w jest maksymalnym wiekiem,
jaki mozna osiggna¢. Rozwazmy ogon dystrybuanty zmiennej losowej Tg ,,.

Definicja 1. [3] Funkcje S, : [0,w] — [0, 1] o postaci
Sy(t) =1— Fy,(t),
nazywa sie funkcjg przezycia w roku kalendarzowym y.

Wazng obserwacjg jest fakt, ze zmienna losowa T, , w naturalny sposéb implikuje
zajécie zdarzenia {Tp,_, > x}. Takie zalozenie oznacza podejscie kohortowe w analizie
przezycia, ktore jest najbardziej adekwatne dla celéw pracy. Prowadzi ono do nastepujace;j
hipotezy agregacyjnej.

Definicja 2. [3] Zmienna losowa T, posiada rozklad spetniajacy hipoteze jednorodnej
populacji (HJP), jesli jest speliona réwnosé

IP(Tm,y > t) = P(To,y—a: > T+ t|T07y_g; > :L‘)
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W dalszej czesci pracy zaktada sie, ze HJP jest spelniona. Ponadto dziata ona rowniez
dla zmiennej losowej K, ,. W takiej sytuacji (p,(y) mozna zapisaé jako
P(Toy—o >z +1t)  Syo(v+1)

P(Toy">2)  Syala)

tPe = IP(TO,y—x >+ t|TO7y—x > ZE) = (11)

Wielkos¢ g, mozna wyrazi¢ jako

tdy = ]P(TO,yfx <z+ t‘TO,y*m > :C) - ( ]P(.T 0,<y TO ) ) B
Y=

_ Foyolx+1t) — Foyo(x)
Sy*ﬂﬂ(:U) ,

natomiast ;q,(y) ma postac

sile = P(s < Ty <t)=P(s+x <Thy o <x+tThyo >1)=
C Ps+r<Toy . <v+t) Sy .(s+x)—85,  (v+1)

Pz < Toy—o) B Sy—a()

Co wigcej, funkcje gestosci rozktadu zmiennej losowej T, , mozna przedstawic jako

d 1 d fo y*ﬂc(ﬂ’j + 1)
= —F — * 7F — =
fay(1) dt zy(t) Sy_o(x) dt 0y (T +1) Sy—u(z +1)
oraz d d
Foult) = S Fuslt) = = £,(6)

Niech t,s > 0 oraz t — s > 0. Pokazemy teraz wyrazenia upraszczajace obliczenia
wczesniej wspomnianych prawdopodobienstw:

e prawdopodobienstwo przezycia co najmniej t lat ;p.(y):
DY) = (mopsDe(y) = P(Toy > (t =) +5) = P(Toy > (t = 5) + [Ty > 5)-
P(Toy > 5) = P(Logsyrs >t —8) - P(Toy > 5) = t—spurs(y + 8) - sp2(),
w szczegoInodci pa(y) = T4 pars(y + J);
e prawdopodobienstwo $mierci w ciagu ¢ lat 4q.(y):
10:(y) =1 = o (y) =1 = t-sPars(y + ) - 5D (y);
e prawdopodobienistwo dozycia s lat i $mierci w ciagu nastepnych t lat 4.q,(y):

st@e(y) =P(s <Tpy <t+s)=P(s <Tpy <t+5|Tpy >5s) P(Tpy >s) =
=P(Lotsyts <) P(Thy > 8) = spay) - 1qurs(y + ).
Niezwykle waznym pojeciem dla dalszych rozdzialéw pracy jest natezenie Smiertelno-
Sci o nastepujacej definicji.

Definicja 3. [11] Natezeniem $miertelnosci z-latka w roku kalendarzowym y pu,(y) na-
zywa si¢ granice, o ile istnieje,

<
= lim "= (1.3)



1 PODSTAWOWE POJECIA I FAKTY

Wzér ((1.3) mozna zapisaé jako

P(Toyo < +tToy o > ) Pz < Toy o <z +1)

pu ]_' pu— 1' =
Haly) = ji t 50 P(Tyy o> 1)t
_ 1 1; Foy—a(z +1) — Foyu() _ Joy—a(2)
= - lim = .
Sy—a(x) 10 t Sy—a()

Dalej, z réwnania (1.1]) wynika, ze

_dgqg () d
_ dz™~Y—7 — _
pa(y) = 5.0~ @ InS,_,(x),

co prowadzi do réwnosci
Sy-elw) =exp (= [ty o+ w)du).
Z réwnania (1.1) widaé, ze

Sy—alz+1) _ exp(= o puly — 2 + u)du)
Sy () exp(— [y tu(y — 2 + u)du)

Ju=v+zT | t
_{du:dv }—exp<—/0ux+v(y+v)dv>.

Zeby przedstawi¢ powyzsze prawdopodobiefistwo w wygodnej dla obliczenn postaci,
nalezy przyjac¢ ponizsza hipoteze interpolacyjna.

2(y) = = exp <— /:th po(y — x + u)du) —

Definicja 4. [3] Zmienna losowa T, posiada rozklad speiajacy hipoteze kwadrata-
mi stalego natezenia Smiertelnosci (HCFM), jesli u,(y) jest stala funkcja w kwadratach
(z,2+1) x (y,y+1), tzn.

V1,6 €(0,1)  floye, (Y +&2) = pa(y)-

W dalszej czesdci pracy zaktada sie zachodzenie powyzszej hipotezy. Wtedy prawdo-
podobienstwo przezycia co najmniej t lat ¢p,(y) mozna wyrazi¢ jako

t—1

) = exp (= X poaly +0) )

v=0
prawdopodobiefistwo §mierci w przeciagu t lat ,q,(y) jako
t—1
192(y) = 1 — exp ( =D Mty + v));
v=0

natomiast prawdopodobienstwo dozycia s lat i $mierci w ciggu nastepnych ¢ lat .q,(y)
jako
s—1 t—1

olt9z(y) = exp ( - ;]M“”(y + v)) : (1 — exp ( — ;)ux+s+v(y +5+ v)))-

Waznym pojeciem zwigzanym z zachowaniem si¢ natezenia Smiertelnosci w kwadracie
(x,x+ 1) X (y,y + 1) jest centralne natezenie $miertelnosci.

8
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Definicja 5. [3] Centralnym natezeniem $miertelnosci m,(y) nazywa sie utamek

_ fol Sy-&-U(I + u):uw-i-u(y + u)du

el Jo Syl +u)du

Powyzsza definicja wskazuje na to, ze m,(y) jest, ciagla ze wzgledu na wiek i rok
kalendarzowy, wazona $rednia natezenia $miertelnosci w kwadracie (z,z+1) x (y,y+1),
dla ktérej waga jest funkcja przezycia Sy, (x + u), u € (0, 1].

Przy zatozeniu HCFM zachodzi réwnos$¢ m,(y) = u.(y), ktéra utatwi wnioskowanie
w dalszej czesci pracy.

Wazng kwestie, wykorzystywana w dalszych czesciach pracy, stanowi estymacja nate-
zenia . (y). Wykorzysta sie do tego metodologie zwiazana z funkcja wiarogodnosci.

Definicja 6. [6] Niech X3,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o takim sa-
mym rozktadzie zadanym funkcja gestosci f(x;60), 0 € ©, gdzie © C R*, k € N, a 6§ to
parametr rozktadu. Funkcja wiarogodnosci nazywa sie funkcje

L(0]z) = f[lf(xm 0),

gdzie v = (z1,...,2,)7.

Dla wygody czesto rozwaza sie logarytm naturalny funkcji wiarogodnoéci, tzw. funkcje
log-wiarogodnosci:

[(0lz) =InL(O|z) = iln f(zi;0).

Definicja 7. [6] Zmienna losowa g = é(Xl ..., X,) taka, ze

0 = arg max L(0|X)
6eo

nazywa sie estymatorem najwiekszej wiarogodnosci (ENW) parametru 6.
Estymator 0z powyzszej definicji spetnia réwniez rownanie

0 = arg max (0] X),
0cO
poniewaz logarytm naturalny jest funkcjg Scisle rosngca, a przez to zachowujacg mono-
tonicznosé oryginalnej funkcji.
Definicje i rozumowanie przedstawione ponizej i do konca tego podrozdziatu pochodzg
z pracy magisterskiej M. Wisniewskiej [18].
Niech N oznacza wielko$é¢ populacji, a Z; € [0, 1] zmienna losowa oznaczajaca cze$é
roku, ktéra przezyt i-ty czlonek populacji. Jezeli i-ta osoba przezyta caty rok, to Z; = 1.

Definicja 8. [I8] Ekspozycja na ryzyko ETR,, dla oséb w wieku x majacych ostatnie
urodziny w roku kalendarzowym y nazywa sie sume

N
ETR., =Y 7.
=1

Interpretuje sie ja jako taczny czas przezyty przez ludzi w wieku x majacych urodziny
w roku kalendarzowym .
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Definicja 9. [I8] Zmienna losowa D, , oznacza taczng liczbe zgonéw w wieku x w roku
kalendarzowym vy i jest dana jako

N
Dz,y = Z Di7
i=1
gdzie D; = 1(i-ta osoba umiera w wieku z lat w roku kalendarzowym t). Zalézmy, dla

ustalenia uwagi, ze D, # 0.

Wielkos¢ N — D, , stanowi liczb¢ osob, ktére przezyty rok kalendarzowy y. Niech
D = {i : D; = 1}. Funkcje wiarogodnosci natezenia $miertelnosci . (y) dla obserwacji
D= (Dy,...,Dn)iZ = (Zy,...,Zxn) mozna przedstawi¢ jako

L(pa()|D, Z) = (e7=W) [T e "W paly) = paly)=-

i€D
. efﬂz(y)(NfDIvyfziepTi) — Mz(y)Dac,y . e_Nac(y) Z,ﬁilTv

N—Dy,

Funkcja log-wiarogodnosci parametru p,(y) ma postaé

U(1s(9)|D. Z) = DayWnpo(y) — p1o(y) ET R,

Jej pochodna pierwszego rzedu wynosi

(1) D, Z) 1
=D,,—— — ETR,,,
Opt(y) pa (y)
co po przyréwnaniu do zera daje punkt krytyczny p.(y) = E?f%’:y. Wielkos¢ D, , jest
. o . 1 (mwin2) b
dodatnia, zatem druga pochodna funkcji logwiarogodnosci >4 = ——%%> ma

9 uz(y)) (uz(y))
ujemny znak. Oznacza to, ze w punkcie krytycznym jest maksimum lokalne i jednoczesnie

globalne, czyli rownowaznie fi,(y) = E?Ez - to ENW parametru p,(y). Z zatozenia HCFM

wynika réwniez réwnosé fi.(y) = m.(y).

1.3 Ubezpieczenia i renty zyciowe

Wycena ubezpieczen na zycie i rent zyciowych taczy opisane we wczesniejszych rozdzia-
tach dziedziny: matematyke finansowsg oraz analize przezycia. W celu zakupienia ktéregos
z tych kontraktow klient musi zaptaci¢ ubezpieczycielowi pewng kwote pieniedzy, ktorg
nazywa sie sktadka. Moze ona przyja¢ forme renty lub jednorazowej wptaty. Sktadka net-
to pokrywa tylko érednie wyptaty ubezpieczyciela, natomiast przy sktadce brutto bierze
sie tez pod uwage jego koszty dziatalnosci i planowany zysk.

Ubezpieczenie zyciowe to kontrakt, w ktorym wtascicielowi lub osobom przez niego
wyznaczonym wyptaca sie pewng kwote pieniedzy, zwang benefitem, w sytuacji wysta-
pienia okres$lonego zdarzenia, np. sSmierci (moéwi sie wtedy o ubezpieczeniu na zycie) lub
przezycia okreslonego momentu (méwi sie wtedy o ubezpieczeniu na dozycie). Oczywiscie,
kontrakty te moga by¢ bardzo elastyczne i taczy¢ rézne rodzaje wydarzen.

Ubezpieczenia mozna réwniez rozrézni¢ ze wzgledu na czas objety ochrona:

e ubezpieczenie na cate zycie - okres ochronny jest nieograniczony,

e ubezpieczenie terminowe - okres ochronny jest ograniczony,

10



1 PODSTAWOWE POJECIA I FAKTY

e ubezpieczenie natychmiastowe - okres ochronny zaczyna sie w momencie zawarciu
umowy (moze by¢ skonczony lub nieskoniczony),

e ubezpieczenie odroczone - okres ochronny jest przesuniety w czasie wzgledem mo-
mentu zawarcia umowy (moze by¢ skonczony lub nieskoniczony).

Wyptata benefitu moze nastapi¢ od razu w momencie wystapienia zdarzenia, na ktore
ubezpieczy!t sie posiadacz polisy (kontraktu) albo na koniec roku, w ktérym nastapito
zdarzenie.

W dalszej czesci pracy rozwazane beda tylko natychmiastowe ubezpieczenia na cate
zycie z wyplata na koniec roku $mierci. Niech b € (0, +00) bedzie wielkoscia benefitu, ¢
intensywnoscig oprocentowania w skali roku, x wiekiem ubezpieczonego w chwili zawarcia
umowy, y danym rokiem kalendarzowym, a K, , odpowiednim catkowitym czasem trwania
zycia. Obecng wartos$cig rozwazanej polisy jest zmienna losowa

W y — be—é(Kz,y“rl)

T,

Wartosé oczekiwana powyzszej zmiennej nazywa sie aktuarialng obecng wartosciag
ubezpieczenia, ktéra ma postac

E[W,,] = bA,(y _bze—5<k+1 = —bZe @ (y) =

=b Z e p () Guar(y + ),

gdzie A,(y) to oznaczenie jednorazowej sktadki netto na rozwazane ubezpieczenie z be-
nefitem w wysokosci 1.

Renta zyciowa to kontrakt, bedacy losowym odpowiednikiem renty pewnej opisanej
w Podrozdziale 1.1, w ktérym posiadaczowi wyplaca sie okreslone kwoty (raty, benefity)
w rownych przedziatach czasowych w sytuacji dozycia okreslonych momentéw. Mozna
wyroznié¢ jej dwa gtéwne rodzaje:

e rente na cale zycie (okres obowiazywania umowy konczy sie¢ w momencie $mierci
posiadacza polisy i nie jest ograniczony w inny sposob);
e rente terminowa (okres obowiazywania umowy jest ograniczony).

Tak jak w przypadku ubezpieczen mozna tez rozwaza¢ renty natychmiastowe i odro-
czone, a takze, jak w Podrozdziale 1.1, renty z dotu oraz z gory.

Inne kryterium rozrézniania moze stanowi¢ wysokosé¢ rat. Moga by¢ one stale przez
caly okres obowiazywania umowy. Moga tez male¢ badz rosna¢. W dalszej czedci pracy
rozwazane beda wylacznie natychmiastowe renty z dotu na cate zycie ze stalymi rata-
mi. Obecna warto$¢ takiego kontraktu, przy zatozeniach analogicznych do ubezpieczenia,
wynosi

+oo
—5k
Vx,y:bam:bZe E(Kx,y > k)
k=1
Aktuarialna obecna wartos¢ kontraktu ma natomiast postac

E[V,,] = ba.(y _bze—é’ﬂp (K, > k) —bZe e (y),
k=1 k=1

gdzie a,(y) to oznaczenie jednorazowej sktadki netto na rozwazana rente wyplacajaca
benefit w wysokosci 1.

11



2 MODEL LEE-CARTERA

2 Model Lee-Cartera

Model Lee-Cartera zaktada stochastyczng ewolucje centralnego natezenia $miertelnosci
m,(y), ktore przy zalozeniu HCFM jest tozsame ze zwyklym natezeniem Smiertelnosci
(). Biorac to pod uwage, model opisany w artykule z 1992 roku [8] mozna zapisaé¢ jako

ln,ux(y) = Qg + ﬁm/{y + €xy, (21)

gdzie x € {z1,..., 2}, y € {41, .., yn} to, odpowiednio, rozwazane skoriczone lata zycia
oraz lata kalendarzowe.

Sktadnik «, przedstawia usrednione wzgledem czasu zachowanie $miertelnosci dla
wieku z, k, to indeks $miertelnosci zalezny od czasu, a 3, opisuje odchylenia od Sredniego
poziomu ¢, przy zmianie x,. Wielkos¢ €., stanowi btad losowy dopasowania, o ktérym
zaktada sie pochodzenie z rozktadu o wartosci oczekiwanej 0 i wariancji 0621 .

7, postaci widaé, ze model jest nieparametryczny, poniewaz wartogé zmiennej
objasnianej p,(y) nie zalezy bezposrednio od wartosci zmiennych objasniajacych x,y.
Co wiecej model ten jest niejednoznaczny. Dla zestawoéw czynnikow o, By, ky; ap —
BeC, By, by + € Oraz ag, df., %, ¢ € R, d € R\{0} otrzymuje si¢ te same wartosci fi,(y).
W celu zapewnienia Jednoznacznosm w dalszej czesci pracy ustala sie nastepujace ogra-
niczenia [§]:

Tm Yn
Yo Be=1 > K, =0. (2.2)

T=T1 Y=y

2.1 Estymacja sktadnikéw modelu

Sktadniki modelu (2.1)) mozna wyestymowaé przy pomocy opisanej w Podrozdziale 1.2
metodologii wykorzystujacej maksymalizacj¢ funkeji wiarogodnosci. Niech bledy e, , po-
chodza z rozktadu normalnego N (0,072, ). Wowczas gestosé e,y = In iz (y) — ap — Bukiy
ma postac

2
(ln Nz(y)*ﬂz‘FBzNy)
1 - )

20
T,Y) = ———€ €x,y
f(z,y) -

W zwiazku z tym, z Definicji 6, funkcja wiarogodnosci jest nastepujaca:

2
<1H Hx (i’/)*az+ﬂzﬁy>
1 —

Tm
L<aw7 B:Ea K/y|€x,y H H \/_ QU?m,y ,

T=T1 Y=Y1 Oc,

gdzie €, , to wektor bledow losowych (€, 415 - -, €xmyry -« Exryns - - - » Exmyn )- D1& Wygody
obliczen rozwazmy funkcje logwiarogodnosci

Tm

(ln e (y) — g — ﬁxmyf, (2.3)

Uy Be, Kyl€sy) =
Ezy T=x1 Y=Y1

gdzie const = — 337, >ovr In(oe, ,V2T).
Przyréwnujac do zera pochodna czastkowa pierwszego rzedu funkeji (2.3) wzgledem
a, 0 postaci

0
ooy,

(awuﬁzﬂ%ykzy - Z (ln,ux Qg — /Bxﬁy) =0

Tyy Y1

12



2 MODEL LEE-CARTERA

otrzymuje sie réwnanie

Ym

S fa(y) = (o — i+ Daw+ 8, 3 iy,

Yy=u Y=y1

Z zatozonych ograniczen ([2.2)) wynika, ze potencjalnym ENW sktadnika «, moze by¢

Yn
wielkos¢ a, = Zyyny% Druga pochodna czastkowa funkcji (2.3) wzgledem «, ma
postaé
82 Yn — Y1 +1
7l a$7 X R 63}' = 5
FICRE (s B Kiyl€ay) Uzm

Yn ~
.. . s A o Infa(y) . . , .
i jest ujemna, co oznacza, ze &, = ZI’“‘_IW rzeczywiscie stanowi ENW wielkosci a,.
n

Estymacja sktadnikéw 3, i k, jest bardziej problematyczna i wymaga uzycia metody
rozktadu macierzy na wartosci osobliwe.
Niech M bedzie macierzg natezen smiertelnosci

) ﬂm (yl) T :&961 (yn)
M = : :
/l-'zm (y1> U /jl‘wm (yn)
o wymiarach (z,, —z1 + 1) X (y, —y1 + 1), a &, B, Kk to wektory

&= (Gayy -y G0,)", B=(BeysesBuy)ts = (Kypyeons ki)
Rozwazmy teraz macierz G = In M - &:
In ﬂm (yl) — Qg In ﬂﬂh (yn) — Qg

G = : . :

o takim samym wymiarze jak M. Element macierzy G w z-tym wierszu oraz y-wej

kolumnie jest oznaczony jako g,,. Szukane estymatory wielkosci (3, oraz x, maksymalizuja
funkcje logwiarogodnosci (2.3), co jest rownowazne minimalizacji funkcji celu

Tm

OLS /87 Z Z gmy ﬂmﬁy . (24)

T=T1 Y=y1

Niech h, =z, — 21 + 1, hy = y, — y1 + 1 oraz niech G = UZVT, gdzie U € Rhexha
Ve R, 8 = diag(01(G),...,05(G)), p = min{ha, hy}, 01(G) > ... > 0,(G), be-
dzie dekompozycja macierzy G wzgledem wartosci osobliwych o1 (G), . . ., 0,(G). Macierz
H, ¢ R"*" nazywa si¢ k-tym najlepszym przyblizeniem macierzy G' w sensie normy
Frobeniusa, jezeli zachodzi

|G — Hy||r = inf |G — H|F,

HcR" Xty A rank(H)<k

gdzie rank(H) jest rzedem macierzy H, natomiast norma Frobeniusa to norma || - ||¢

R">*" — R zdefiniowana jako
p
IGllr = | >_0i(G) (2.5)
i=1
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2 MODEL LEE-CARTERA

dla p = min{h,, h,} oraz o;,(G) bedacych wartosciami osobliwymi macierzy G. Ponizsze
twierdzenia pozwalaja potaczy¢ rozktad macierzy wedtug wartosci osobliwych z wyzna-
czeniem jej k-tego najlepszego przyblizenia danego wzorem . Dowodd pierwszego z
nich i szkic dowodu drugiego znajduje sie w pracy [18].

Twierdzenie 1. [I8] Niech J € R**®, a,b € N, ¢ = min{a, b} bedzie macierza o wyrazach
rzeczywistych. Niech \;, i € {1,...,p} beda wartoéciami wtasnymi macierzy JJ* (lub
JTJ). Woéwczas wartosci osobliwe macierzy J stanowia pierwiastki wartosci wtasnych

S
Twierdzenie 2. [I8] Niech a,b,k € N, J € M**® r = rank(J) oraz k € {1,...,7}.
Niech J = UV bedzie dekompozycja macierzy J wzgledem wartosci osobliwych opi-
sang tak jak na poprzedniej stronie dla macierzy G. Wtedy k-te najlepsze przyblizenie
macierzy J wedtug normy Frobeniusa ma postac

k
Jk = Z O'Z<J)’U,l’UT,
=1

gdzie o;(J) to [-ta warto$¢ osobliwa macierzy J, u,; to I-ta kolumna macierzy U, a v; to
[-ta kolumna macierzy V.

Rozwazmy macierze G* G € R"*" oraz GGT € R"*"=_ Niech \i,...,\, beda upo-
rzadkowanymi nierosngco wartogciami wtasnymi macierzy G* G. Na mocy Twierdzenia
macierz G posiada wartosci osobliwe v/\; > ... > v/\,. Niech u; bedzie wektorem wta-
snym dla najwiekszej wartosci wlasnej macierzy G* G, tj. dla v\, a u; analogicznym
wektorem dla macierzy GG” . Z Twierdzeniawynika, ze pierwsze najlepsze przyblizenie
macierzy G wedlug normy Frobeniusa to

G~ \/A»lul'vlT.

Biorac pod uwage funkcje celu (2.4)), szukane estymatory musza spelniaé¢ réwnanie

\/ )\1’11;1’1){ = BI%, (26)
przy ograniczeniach danych w ([2.2).
Latwo zauwazy¢, ze jezeli 322  uy; # 0 to B = —z—, gdzie uy; to i-ty element

= Zi:l Uli

-Zfﬁl uy; = 1. Podstawiajac wyznaczone Bx

A

_
h
Dot ui
do réwnania 1} i mnozac jego obie strony przez skalar >, uy; oraz lewostronnie przez
T

wektor (thl SRRREE Zhi u1-> , otrzymujemy & = /Ay 2?21 UV
i=1 v =1 ’

wektora wy, poniewaz >0 (B, =

2.2 Kalibracja modelu

Do kalibracji modelu wykorzystano dane dotyczace Polski znajdujace sie¢ w projekcie Hu-
man Mortality Database (HMD) [15]. Na potrzeby dalszych rozdziatéw pracy, w ktérych
wycenia sie produkty ubezpieczeniowe, nie rozrézniano ptci. Inne postepowanie mogtoby
prowadzi¢ do dyskryminacji klientow, a przez to do bezuzytecznych wynikéw.
Metodologia, ktorej uzyto do kalibracji czynnikéw modelu, jest opisana w pracy [18].
Niech Y = {uy1,...,yn} oznacza lata kalendarzowe, na podstawie ktérych dokonuje sie
estymacji. Podobnie jak w pracy [I8] rok poczatkowy y; to 1990, natomiast rok ostatni y,
to 2019, co daje okno czasowe o dtugosci 30 lat. Rozwazane lata zycia X = {xq,...,z,}
maja z kolei ograniczenia xz; = 0 oraz x,, = 100, co jest spowodowane tym, ze dane dla
x > 100 sa czesto gorszej jakosci, skutkiem czego sa problemy numeryczne przy obliczaniu
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2 MODEL LEE-CARTERA

rozkltadu macierzy danych wzgledem wartosci osobliwych (SVD).
Estymatory poszczegdlnych czynnikéw modelu Lee-Cartera przedstawiaja si¢ naste-

pujaco:

e Estymator &,: Na Rysunku 1 mozna zauwazy¢, ze warto$¢ estymatora ma tendencje
spadkowa przez okoto pierwszych 11 lat zycia, po czym trend jest rosnacy. Takie
zachowanie moze by¢ spowodowane mata odpornoscig noworodkow, ktoéra rosnie
wraz z wiekiem dziecka pod opieka dorostych. W wieku okoto 11-12 lat rozpoczy-
na sie faza dojrzewania, ktéra moze prowadzi¢ do wzrostu ryzykownych zachowan
oraz konczy sie poczatkiem fazy dorostosci, gdzie nastepuje powolne niszczenie sie
organizmu poprzez starzenie.

-2.5-

Estymator oy
a
o
[ )

0 25 50 75 100
Lata zycia

Rysunek 1: Wartosci estymatora wielkosci a, dla poszczegdlnych lat zycia
Zrédlo: Opracowanie wlasne

e Estymator B:C: Na Rysunku 2 mozna zauwazy¢ grupy wiekowe zaréwno z tende-
cja spadkowa jak i z rosnaca, co moze wskazywac na okresy zycia, podczas ktérych
Smiertelno$¢ najbardziej sie poprawita badz pogorszyta. Duze wartosci dla poczatko-
wych lat zycia moga by¢ spowodowane przez duze obnizenie $miertelnosci w wyniku
rozwoju medycyny. W podobny sposéb mozna zinterpretowaé¢ wzrost wartosci es-
tymatora dla fazy wczesnej starosci, tj. od ok. 60. do 75. roku zycia. Z kolei wzrost
dla grupy od ok. 25. roku zycia do 40. mozna wyttumaczy¢ stabilnym wzrostem
ogolnej jakosci zycia.

e Estymator £,: Na Rysunku 3 wida¢ tendencj¢ spadkowg dla estymatora &,,. Jest ona
najprawdopodobniej spowodowana rozwojem medycyny oraz poprawieniem stan-
dardu zycia dzieki rozwojowi gospodarki.

Majac wyznaczone estymatory wszystkich sktadnikéw modelu, jestesmy w stanie po-
rownac rzeczywiste i dopasowane wartosci natezenia sSmiertelnosci dla poszczegdlnych lat
zycia i rozwazanego na potrzeby kalibracji okna czasowego. W pracy [8] szereg czasowy

Ry jest dodatkowo kalibrowany w taki sposob, zeby dla kazdego momentu y = y1,...,y»
zachodzita réwnos¢ Y-7m In p,(y) = Yo7m, & + Bofy. Etap ten pominigto, poniewaz nie
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Rysunek 2: Wartosci estymatora wielkosci 3, dla poszczegoélnych lat zycia
Zrédlo: Opracowanie wlasne
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Rysunek 3: Wartoéci estymatora wielkoéci k,, dla poszczegélnych lat kalendarzowych
Zrédlo: Opracowanie wlasne

poniewaz nie jest on potrzebny w dalszych rozdziatach pracy. Na Rysunku 4 widaé rze-
czywiste i dopasowane natezenia $miertelnodci dla 65-latkow w rozwazanym oknie ka-
libracyjnym. Mozna zauwazy¢, ze oba warianty maja podobny trend oraz sa do siebie
stosunkowo zblizone.

Ostatnim aspektem dotyczacym kalibracji modelu Lee-Cartera jest wyestymowanie
wartosci parametrow szeregu czasowego, ktorym modeluje si¢ wskaznik $miertelnosci k.
Beda one potrzebne do przeprowadzenia symulacji opisanych w dalszych rozdziatach pra-
cy. Zgodnie z praca [I§] szukanym modelem szeregu czasowego jest ARIM A(0, 1,0).
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Rysunek 4: Poréwnanie rzeczywistych i dopasowanych warto$ci natezenia $miertelnosci dla
65-latkdw
Zrédlo: Opracowanie wlasne

Wskaznik k, mozna opisa¢ wzorem [18]:
Ky = Ky—1+ lw + Zy,

gdzie Z, to zmienna losowa o wartosci oczekiwanej 0 1 wariancji o2. Przy jednokrotnym
réznicowaniu x, dostaniemy
Ky — Ky—1 = [y + Zya
co prowadzi do nastepujacych charakterystyk procesu {x,}:
o Elry — ry] = Ela+ 2] = a+ E[Z,] = p;
o Varlk, — ky—1] = Varla+ Z,| = Var|Z,)] = o2.

Ich estymatorami sg, odpowiednio,

A 1 Yn o _ Ryn—Ry; .
® He =y l:?ﬂ(m Ri1) = Yn—y1 '
s2 1 Un (no_n 52

© 0p = — =7 Ly, (ki — Rimy — @)™,

Dla rozwazanych danych wartosci powyzszych estymatoréw wynosza:
o 0~ —2,19541;

o 62~ 4,925442.
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3 METODY HEDGINGU NATURALNEGO

3 Metody hedgingu naturalnego

Hedging to strategia inwestycyjna umozliwiajaca redukcje strat. Jego naturalny wariant
dotyczy taczenia pozycji na odwrotnie dziatajace instrumenty finansowe. Na rynku ubez-
pieczen na zycie oraz rent zyciowych bedzie on realizowany przez zakup lub sprzedaz
kontraktow wyplacajacych benefity przystugujace w wykluczajacych sie zdarzeniach. W
interesujacej nas sytuacji zmniejszonej Smiertelnosci koszty wyptat korzysci na wypadek
Smierci malejg i w ten sposéb rownowaza zwiekszone koszty korzysci wyptacanych w sytu-
acji dozycia okreslonych momentéw, co prowadzi do mniejszego rozrzutu zagregowanych
wyptat. W dalszych podrozdziatach opiszemy gtéwne metody tego hedgingu, a mianowi-
cie hedging poprzez czas i poprzez dziedzing dziatalnosci, ktore zostaly wprowadzone w
Rozdziale 7. w ksiazce R. Pitacco et al. [I1].

Na poczatku zdefiniujemy podstawowe wielkosci zwigzane z rozwazanym portfelem
rent zyciowych. Do ich opisu wykorzystamy podejscie statyczne opisane na poczatku
Rozdziatu 7. w publikacji [11].

3.1 Opis portfela

Niech yg, o i w beda, odpowiednio, rokiem wejscia w zycie umowy o wyplacie renty,
liczba skonczonych przez renciste lat w momencie yy oraz maksymalnym wiekiem, ktory
mozna dozy¢. Niech Ly (yo) oznacza losowa liczbe rencistéow w chwili & liczona od roku
kalendarzowego yo, k = 0,1,...,w — xq, gdzie Lo(yo) stanowi poczatkowy stan portfela.
Realizacje Ly(yo) bedziemy oznaczaé przez l.(yo). W szczegdlnosci, zachodzi réwnosé
Lo(yo) = lo(yo). Niech P = {1,...,ly(yo)} bedzie zbiorem indekséw polis w rozwazanym
portfelu. Wowcezas wielkoéci odnoszace sie do pojedynczej polisy p € P beda oznaczone
gérnym indeksem (p).

Portfel aktywnych polis w chwili &, liczonej od roku kalendarzowego 1/, mozna zapisac

jako

Mi(yo) = {p € P: KB, >k},
gdzie K é{)’?yo to calkowity czas trwania zycia rencisty w wieku xg w roku kalendarzowym
Yo, ktory wykupit p-ta polise.

Wszelkie wielkosci odnoszace sie do rozwazanego portfela bedag dalej oznaczone z
wykorzystaniem gérnego indeksu (IT). Wéwezas, roczne wyplaty z portfela, dla k =
1,...,w — xg, liczonego od 7y, maja postac

Wk(H)<y0) = Z wz(cp) (v0),
p€ll(yo)

gdzie w,(f ) (yo) to wyptata p-tej polisy w k-tym roku, liczonym od yo. W dalszej czesci

pracy zaklada si¢ réwnosé w,(f) (yo) = w dla wszystkich p € P, k=1,...,w — xq oraz yp.
Obecna wartos¢ przysztych wyptat w chwilach £ =0,1,...,w — z¢, liczonych od roku

kalendarzowego v, dla pojedynczej polisy ma postaé

v = wa .
x (o) K%Lk,yo%

Jesli wysumujemy aktywne polisy, to dostaniemy obecng wartosé¢ przysztych wyptat

z portfela:
I
Yk( )(?Jo) = Z Yk(p)<y0)'

pElly
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3 METODY HEDGINGU NATURALNEGO

7 zatozenia homogenicznosci w,gp ) (yo) ze wzgledu na k, p i yo wynika, ze roczne wyptaty

z portfela aktywnych polis wynosza
1
Wi (yo) = wi(yo):

natomiast ich przyszta wartos¢ w chwilach £k =1,...,w — x( to
(In) = h—k)§
Ve (yo) =w > Lu(yo)e ",
h=k+1

gdzie ¢ to roczna intensywnos¢ oprocentowania. W dalszej czedci pracy zaktadamy, ze

catkowite czasy trwania zycia rencistow K go’)yo sg niezalezne i o tym samym rozktadzie.

Mozemy wowczas uprosci¢ dalsze wyrazenia, traktujac Yk(l) (yo) jako obecna warto$¢ przy-
sztych wyptat pojedynczej polisy.

Niech A = {A(7),..., A.(7)} bedzie zbiorem zalozen o ewolucji $miertelnosci dla
roku kalendarzowego 7 = yo — x¢ bedacego jednoczes$nie rokiem narodzin wtascicieli polis
w rozwazanym portfelu. Zakltadamy dalej, ze catkowite czasy trwania zycia sa warunkowo
niezalezne i maja ten sam rozktad pod warunkiem An(r) € A, h=1,...,r

Rozwazmy nastepujace wielkosci, przy czym I (yo) to zobserwowane liczby aktywnych
polis w chwili k:

e warunkowa wartos¢ oczekiwang przysztych wyptat z portfela

B YA (40) | An(7), l(w0)] = Le(wo) B[V (50) | An ()], (3.1)
e warunkows wariancje przysztych wyptat z portfela
Var [V (yo)|An(7), l(yo) | = l(yo) Var [V (yo) | An(7)], (3.2)

e warunkowy wspotczynnik zmiennosci przysztych wyptat z portfela

\/Var (yo)|An(T )}
za%>lﬂnﬁwwma>}'

Wspodlezynnik zmiennosci bedzie traktowany w dalszej czesci pracy jako indeks ryzyka
ztej wyceny kontraktu. Mozna w tatwy sposéb zauwazyc, ze

lim  CV[Y" (50)|4n(7), L (30)] = 0.

Ik (yo)—

CV [V (40) | An (7). ls(w0)] =

co oznacza catkowita redukcje strat i zyskéw. Jednak taka sytuacja jest mozliwa jedynie,
gdy rzeczywista ewolucja Smiertelnosci pokrywa sie z zatozeniem A, (7). Najczedciej nie
ma to miejsca, wobec czego nalezy rozwinaé przypuszczenia o zachowaniu sie miernikow
Smiertelnosci. Mozna to zrobi¢ poprzez zdefiniowanie wag dla poszczegdlnych zatozen ze
zbioru A.

Niech p(Ah(T)) = pn(T) oznacza wage h-tego zalozenia A(7) € A. Ponadto, niech
>h—1 pn(T7) = 1. Wtedy wagi mozna zinterpretowaé jako prawdopodobienistwa prawdziwo-
Sci poszezegblnych zatozen. Wartosci py,(7) sa przyporzadkowywane w arbitralny sposéb,
co prowadzi do naiwnosci rozkltadu prawdopodobienstwa na zbiorze A oraz do ryzyka
parametrycznego, ktore bedziemy utozsamia¢ z ryzykiem zle prognozowanej $miertelno-
Sci. Pomimo tych dwoch wad, samo rozwazenie réznych ewolucji $miertelnosci w czasie
powoduje, ze model bardziej odpowiada rzeczywistosci.

Mozemy teraz zdefiniowaé¢ bezwarunkowe wersje wielkosci , oraz (13.3)). Niech
fl(T) bedzie nieznanym zalozeniem o ewolucji $miertelnosci. Mamy nastepujace bezwa-
runkowe charakterystyki (wlasnosci dwdch pierwszych sa opisane w Appendixie):
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3 METODY HEDGINGU NATURALNEGO

e warto$¢ oczekiwana przysztych wyptat z portfela
Ebﬁm@@m@wyzEJEhf%m»ﬂﬂJa%ﬂ}=u@@

-E, [E (%o |A )H = lk(yo);E[Yél)@o)’flh(ﬂ}ﬂh =

+WMMWWJM%WWMHM=@%%Wﬂn(%Mdﬂm+

+ ()" 3 (B @l an)] ~ EFP )] ) s

h=1

e wspdiezynnik zmiennosci przysztych wyptat z portfela

\/VC”“ 3/0 ’lk(yo)}
CVv Y (o) 1 yo = =

E[Yk (y0)|lk(yo)}
Var[K ) A Var, (B[ w0l A0)]]
2 (B w])

W powyzszym wzorze na bezwarunkowy wspotczynnik zmiennosci pod pierwiastkiem

E, |:Vm" {Yk(l) (yo)\A(T)} ,]

) lk(yo) (E [Yk(l)(yo)}>2

lenia ryzyka. W rozwazanej sytuacji jest to realizowane przez taczenie pojedynczych polis
w jeden zagregowany portfel. Prowadzi to do redukcji czesci ryzyka. Drugi sktadnik,
Var, [BYY (o) A7)

(B, (50)))? o - o ‘
ryzyko parametryczne, niewrazliwe na wczesniej wymieniony efekt. W szczegoélnosci za-

chodzi

E,

1
le(vo) (E [Ym ('%)D

wystepuja dwa sktadniki. Pierwszy z nich zalezy od efektu dzie-

, opisuje ryzyko systemowe, ktore w rozwazanym przypadku stanowi

Var, [E [Yk(l) (%0) |A(7)H
(B w)])

W dalszej czesci rozdziatu opisane zostana metody pozwalajace w pewnym stopniu
zredukowaé wielkos¢ ([3.4)). Jednak wezesniej wprowadzony zostanie model, dzigki ktéremu
mozliwa bedzie ocena optacalnosci wprowadzenia poszczeg6lnych strategii.

lim CV {Yk(n) (%o)] lk(yo)} =

lk(yo)—N)O

(3.4)
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3 METODY HEDGINGU NATURALNEGO

3.2 Modelowanie oplacalnosci

Zaktadamy, ze na rynku ubezpieczen na zycie i rent zyciowych panuje konkurencja dosko-
nalta, tj. pojedynczy ubezpieczyciel nie ma wpltywu na zachowanie catego rynku. Moze za
to zarzadza¢ dwiema wielko$ciami: ryzykiem mierzonym przez wspétczynnik zmiennosci
wyplat z portfela oraz kosztami ponoszonymi przez klientow, reprezentowanymi przez
sume pojedynczych sktadek netto. Prowadzi to do sytuacji, w ktorych wprowadzenie
strategii redukujacych ryzyko mogltoby nie by¢ optacalne, poniewaz skutkowatoby zbyt
duzym podwyzszeniem koniecznych optat. W rezultacie, klienci mogliby przechodzi¢ do
konkurencyjnych firm, na czym ucierpiatyby wyniki finansowe przedsiebiorstwa.

Optacalnos¢ strategii inwestycyjnych, bedacych przedmiotem niniejszej pracy magi-
sterskiej, utozsamimy z uzytecznoscig kardynalng. Stanowi ona abstrakcyjna wielko$¢,
dzieki ktérej mozliwe jest uporzadkowanie oraz skwantyfikowanie preferencji zaktadu
ubezpieczeniowego [14]. Do jej analitycznego wyznaczania wykorzystana zostanie zmo-
dyfikowana funkcja Cobba-Douglasa traktowana w swojej pierwotnej wersji jako funkcja
produkcji. W oryginalnym artykule [4] ma ona postaé

fa,y) = saby' =", (3.5)

gdzie z,y,s € Ry, k € (0,1).
Modyfikacje (3.5), uzywana w dalszych czesciach niniejszej pracy, stanowi funkcja
u: (0, +00)? — (0,+00) 0 wzorze

1
u(r, k) = —, 3.6
(r k) = — (36)
gdzie r to ryzyko mierzone wspotezynnikiem zmiennosci, a k to koszty netto ponoszone
przez wszystkich wtascicieli polis.

Motywacje stojace za wyrazeniem (3.6]) sa nastepujace:

e dla ustalonego r preferowane beda strategie o mniejszych wartosciach k, poniewaz
prowadza one do wigkszego zainteresowania produktami firmy wérod klientow;

e dla ustalonego k powinny by¢ preferowane strategie z mniejszym r dajace lepsze
finansowe wyniki przedsiebiorstwa.

Majac matematyczny model preferencji ubezpieczyciela, mozliwe jest przejscie do opi-
su poszczegblnych rodzajow strategii obnizajacych ryzyko dtugowiecznodci.

3.3 Hedging poprzez czas

Hedging poprzez czas to wariant hedgingu naturalnego, w ktérym pojedynczg polise renty
zyciowej rozszerza sie o ubezpieczenie na wypadek Smierci. Idea stojaca za tg strategia
jest nastegpu(jegca.

Niech Cﬁ)l bedzie wysokoscia wyptaty ubezpieczenia na wypadek $mierci w okresie
[k, k + 1) w p-tej polisie. Woéwezas warto$¢ rozwazanej polisy w chwili k bedzie miata
postaé

(p)
—| K ; +1>6

Sk(p) = waK(p) +e ( 2o th.yotk C(pr()p) :
zo+k,yo+k zo+k,yo+k 1

Jej aktuarialna warto$¢ w chwili k£ wynosi

w—xo—k

E[Yk:(p)] = Wag, k(Yo + k) + Z 6_(S+1)6Cs(i)k+1ﬂj(Kglk,ywk = 3)
s=0
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i w oczywisty sposob jest wieksza od aktuarialnej wartosci przysztych wyptat w sytuacji
bez hedgingu. Spojrzmy teraz na wariancje wartosci pojedynczej polisy w chwili k:

_ (») 1
Var [Y(p)] =Var [wa +e (KEOJF’“’?’O*’“Jr >C(p) ] 3.7
¢ K KD, (38.7)

Z elementarnych wtasnosci drugiego momentu centralnego wzér (3.7) mozna zapisaé
jako:

| @
Var [Yk(p)] = Var [waK(p> } + Var [e (K”()*’“yo*’“H) o)

zo+k,yo+k

(»)
- <K$z+k,yo+k+1> oL

wa e .
(p) ’ (p)
Krc0+k,y0+k Kzo+k7yo+k+1

Kowariancje miedzy czescia rentowa oraz ubezpieczeniowg mozna dalej rozpisaé jako:

4+ 2Cov

(p) (p)
- K +1) ~(p) —(K +1)
Cov [wa e ( zo kYo Tk )C' = E|wa e Totkyotk T/
(p) ’ (p) (p)
Kzo+k,yo+k Km0+k«yo+k+1 Kzo+kwy0+k

») O (st )i ) ®)

P —(s+ p P _
: CK<p> +J — Wage4k(Yo + k) - Z € Cs+k+11P<Kxo+k,yo+k = 5)-

zo+k,yot+k s=0

Laczny moment wyptaty ubezpieczenia i renty wynosi:

(»)
- <Kzo+k,y0+k+1> C(p)

E {wa -e
(p) (p)
Kwo+k7yo+k Kzo+k,y0+k+1

w—xo—k
—(2s é
= Z € (st1) P(Kiﬁlk,ywrk > S, K:J(cz)+k,y0+k = 8) = 07
s=0

o (p) ») . . . s .
poniewaz K"y > s AN K,y = s jest zdarzeniem niemozliwym. Oznacza to, ze

(p)
N (Kl‘0+’wo+k’+1) C'(p? )
p
960+/7v,yo+l'v'~'1

Cov

= —Wagy+k (Yo + k)

WG €
Kﬂ(ﬁz(;)+k,y0+k ’
e ®) »)
—(s+1)8
> et CsikHP(Kaf;%,ywk = 3) <0
s=0
Sprobujemy teraz znalez¢ warunek wystarczajacy do zachodzenia hedgingu. Rozwaz-

my:

(»)
- (Kzo+k,y0+k+1) .

(p)
Kmo +k,y0 +k+1

2Cov waﬁ e
+ Kif))Jrk,yoka ’

w—xo—k 9
ngm +J = Z e 2+ (Ci’fm) P(Ka(czg)—f—k,yo-f—k = 3) - 2waxo+k(y0 + k:)-
zo+k,yo+k s=0
ot () ») ot () )
—(s+1)6 —(s+1)6
: Z e (ot Csﬁk+1P<Kz€+k7yo+k - 3) = Z P(K»’Cﬁ-i-hyo-i-k - 3)6 -y Csﬁk"'l‘
s=0 s=0

IO — 2wy + k)D |

6_(8+1)6CS(]_:_);€+1 —2wam0+k(yo +k5>} < 0,

to nastepuje redukcja wariancji. Mozemy na tej podstawie zapisa¢ nastepujacy fakt.

Jezelidla s =0, ..., w—xo—k zachodzi C%), |
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Fakt 1. Warunkiem wystarczajacym istnienia hedgingu naturalnego w chwili k jest za-
chodzenie nieréwnosci

C’éﬂ?kﬂ —(s+1)50$+kJrl 2Wag, 1 k(Yo + k)} <0 (3.8)
dlas=0,...,w—x9— k oraz ow i1 7 0 dla przynajmniej jednego s.
Dowdéd. Zaltézmy, ze dla s = 0,...,w — g — k zachodzi nieréwnos¢ (3.8)) oraz, ze dla

przynajmniej jednego s mamy C’ err1 7 0. Oznacza to, ze

Var {Yk |lk(y0)} le(yo)Var {Yk )} l (yO)Var{wam} (3.9)

Jednoczesnie, z powodu co najmniej jednego niezerowego benefitu na wypadek $mierci,
dla aktuarialnej wartosci portfela zachodzi nierownosé:

1)
- (Ka(so+k,y0+k+1> C(l)

wWa +e
(1) (1)
1(9’3[)‘H‘71?/O"'1C Kzo+k y0+k+

Prowadzi to do nieréwnosci

lk(yo)E

> 1k (y ]E[wa T }
k( 0) KJ(CO)MWO%

1 Var {Yk(l)(?JO)] _ 1 \/Var {wam}
l(yo) E [Y,fl) (yo)] k(y) E [wam}
zo+k,yo+k

, (3.10)

bedacej formalng postacig hedgingu.

Z drugiej strony, nieréwnosé (3.10]) nie implikuje (3.9 ktére jest réwnowazne
Oznacza to, ze prawdziwos¢ 1’ dlas=0,...,w— mo—k’ oraz C%) o1 7 0 dla przynajmniej
jednego s stanowia warunek dostateczny Zachodzema (3.10), ale nie sa jego warunkiem

koniecznym, co nalezato pokazac.
]

Nalezy podkreshc ze Fakt [[lma charakter pomocniczy. Jezeli proponowany benefit na
wypadek $mierci c® o k41 Die spehia jego zaltozen, to prawdziwos$¢ nieréwnosci (3.10) na-
lezy sprawdzi¢ numerycznie. Moze bowiem zaj$¢ sytuacja, w ktorej przyrost aktuarialnej
wartosci w portfelu oraz przyrost wariancji wyptat doprowadzi do zmniejszenia wspot-
czynnika zmiennosci, co jest rownowazne redukcji ryzyka.

W dalszej czedci podrozdziatu opisane zostang metody definiowania wielkosci C’(p )
zaproponowane w ksiazce Pitacco et al. [11].

3.3.1 Metoda rezerwy

W tej metodzie wielko$é¢ benefitu C,E,p ) to matematyczna prospektywna rezerwa na przy-
szte wyptaty renty wyceniona przy uzyciu technicznej bazy {A(7), '}, gdzie A(7) to zato-
zenie o ewolucji Smiertelnosci dla kohorty urodzonej w roku kalendarzowym 7 = yy — x,
natomiast ¢’ to zalozenie o ewolucji intensywnosci oprocentowania, tzn.

O = wall T (yo + ). (3.11)

Sprawdzimy teraz, przy Jaklch zatozeniach tak zdefiniowany benefit moze spetniac¢
Fakt 7 (3.11)) wynika, ze Cs+k+1 = 0 tylko dla s > w—x¢— k — 1. Ponadto, jezeli § > 0,
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3 METODY HEDGINGU NATURALNEGO

co jest standardowym zalozeniem, to oczywiscie 6 > —In2 i réwnowaznie e? < 2.
Oznacza to, ze nieréwnosé (3.8)) sprowadza si¢ do
A(T),8

al T (o + b+ s+ 1) < 2000 + ). (3.12)
Warunek (3.12) pozwala naltozyé ograniczenia na baze techniczng {A(7),0'}. Na pod-
stawie (3.11)) mozna stwierdzié, ze metoda rezerwy jest stosunkowo droga. Jednak, w
przypadku odpowiedniego doboru bazy technicznej, powstaty hedging jest bardzo silny,
na co wskazuja eksperymenty numeryczne opisane w Rozdziale 4.

3.3.2 Metoda zwrotu

W tej metodzie benefit C’,gp ) definiujemy jako maksimum miedzy saldem renty w chwili
Smierci rencisty a zerem, tzn.

) = max{O® — (k — 1)w, 0}, (3.13)

gdzie O®) to pojedyncza oplata referencyjna bedaca jednorazows sktadks (niekoniecznie
netto) finansujaca rente zyciowa w p-tej polisie. Sprobujemy teraz sprawdzié, czy zatoze-
nia Faktu (1| pozwalaja si¢ uprosci¢ jak w przgr?adku metody rezerwy. Warto zauwazy¢,
ze wielkos¢ korzysci zdefiniowanej w 1} C” moze by¢ zerem dla wielu k.

Niech s*(k) = min{s = 0,...,w — 29 — k : CP) = 0}. Jezeli s*(k) # 0, to hedging
moze zachodzi¢ w okresie {0, s*(k) — 1} liczac od chwili k. Oczywiscie, jedli dla jakiego$
k=0,...,w— o wielkos¢ s*(k) = 0, to od tego momentu mamy w polisie wylacznie
rente zyciowa i w zwiazku z tym brak ochrony. Oznacza to, ze jednocze$nie ta metoda
moze by¢ tansza od metody rezerwy.

Niech s*(k + 1) # 0. Nier6wnos¢ (3.8) ma wéwczas postacé

(O(”) stk 1)> (e(s+1)6 (O(p) —(s+k+ 1)) — 2Wag, k(Yo + k)) <0

dla s =0,...,5"(k+1) — 1. Podobnie jak wczeéniej, dla § > 0 mamy e+ L e™0 < 2
i ostatecznie (3.8)) sprowadza sie do

0 < (26 anyklyo + 1) + (54 k+1)). (3.14)

Nalezy podkregli¢, ze wybér O®) wplywa na wartosé s*(k + 1), co sprawia dodatkowe
trudnosci przy analitycznym stosowaniu tej metody. W Rozdziale 4. opisano ekspery-
ment numeryczny, ktory wskazuje, ze nawet dla optaty referencyjnej bedacej jednorazows
sktadka netto renty zyciowe, wystepuje niewielka redukcja ryzyka w poczatkowych latach
trwania polis.

3.4 Hedging poprzez dziedzine dziatalnosci

Hedging poprzez dziedzine dziatalnosci to strategia, w ktorej redukcja ryzyka wiaze sie
z potaczeniem portfeli polis wyptacajacych przeciwnie dziatajace korzysci. Rézni sie on
od hedgingu poprzez czas tym, ze zaktada sie niezaleznos¢ rent i ubezpieczen od siebie.
Zanim zaczniemy analizowac poszczegolne metody omowimy podstawowe oznaczenia ana-
logiczne do opisanych w Podrozdziale 3.1. Jezeli jaka$ wielkos¢ bedzie rozna dla portfela
polis rent zyciowych oraz portfela polis ubezpieczen na zycie, to bedziemy je rozrézniac,
odpowiednio, przez gorny indeks R oraz gérny indeks U. W takiej sytuacji portfel wszyst-
kich aktywnych polis mozemy zapisa¢ jako sume mnogoéciowa portfeli aktywnych polis
wyplacajacych poszczegdlne rodzaje benefitow:
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Mk (yo) = T (yo) U I (3o),
gdzie T1f(yo) = {p € P*: K% >k} iIIY (yo) = { e PU . ng)yo > k}.
0 0
Podobnie, roczne wyptaty z portfela dla k = — x9, liczonego od yg, maja

postaé
R U
Wi (yo) = Wi (o) + WA (o),

gdzic W™ (o) = Spnenpin wi” (0) oraz Wi (y0) = Syoemyy wf (v0).
W dalszej czesci pracy zakladamy, ze wszystkie polisy sa homogeniczne ze wzgledu
na wysoko$é¢ rocznej wyplaty wynoszaca wg dla rent zyciowych i w¥ dla ubezpieczen.
W chwilach £ = 0,1,...,w — xg, liczonych od roku kalendarzowego 1y, wartosé¢ poje-
dynczej polisy wynosi:

o Yk,(pR)(yO) = wfa——— dla renty zyciowej,
zo ,Y0
®Y) - ( o) ) : : .
o V.V (yo) = wle *ovo 7 dla ubezpieczenia na zycie.
Obecng wartosé¢ przysztych wyptat z catego portfela mozna przedstawic jako:
R U
> Yk;(p (o) + > Yk(p (y0)-
pRel(yo) pVelly (yo)
Dalej, zaktadamy, ze wszystkie czasy zycia trwania zycia sa niezalezne i maja taki sam
rozktad w odpowiednich populacjach (moga by¢ rézne dla populacji rencistéw i ubezpie-
R
czonych). Wéwezas, tak jak wezesniej, mozna uprosci¢ wyrazenia, traktujac Yk(1 )(yo) oraz
Y(lU) . ;. . .
. (yo) jako wartosci wyptat pojedynczych polis.

3.4.1 Metoda klasyczna

W tej metodzie oba portfele TT17(yo) i IV (19) stanowia zobowiazania pojedynczego ubez-
pieczyciela. Warunkiem zachodzenia hedgingu w roku k =0, ... ,w — xg jest nierownos¢:

@Y) )
1
( U+k yoJrl’v+ }

J Var {LkafaK(pTﬂ Var [Lk w! CLW’] + Var [ng,ge
R

z Yotk §+k,y0+k

>
ElLflwias . (yo + k) ElLflwias . (yo + k) + BILYwi Ay k(o + k)
(3.15)

Warto zauwazy¢, ze w przeciwienstwie do hedgingu poprzez dziedzine dziatalnoéci, dzia-
tanie hedgingu poprzez czas nie zalezy od wielko$ci aktywnego portfela. Wynika to z
ujemnej liniowej zaleznosci pomiedzy wyptatami rent oraz ubezpieczen w tym rodzaju
strategii, poniewaz oba kontrakty dotycza tej samej osoby. Usprawiedliwia to stosowanie
empirycznych liczebnosci kohorty I w poprzednim podrozdziale.

Lewa strona nieréwnosci nie zalezy od wartoéci wf, co wynika z wlasnosci
wartosci oczekiwanej oraz wariancji. Podnoszac obie strony do drugiej potegi oraz

mnozac je przez iloczyn mianownikéw, otrzymujemy:

2
Vr[tfo ) (B 8) + Bl Agolon + 1)’ >

el th,yo+k

> (BILE) (0o + )’ (h?Var L] + (0] PVar 10e (g ommett)])

Ty tk,yot+k

25



3 METODY HEDGINGU NATURALNEGO

Rozpiszmy kwadrat sumy z lewej strony ostatniej nieréwnosci:

2 2
(BILEwl anganvo + k) + BIL N0 Aggawo + K)) " = (BIL w0l agpinuo + K)) +

2
+ QE[LkR]wl?azg‘—‘rk(yO + k)E[LkU]wlgAmoU-i—k(yO +k)+ (E[Ll[cj]wl(c]AxoU—l-k(yO + k‘)) .

Ostatecznie, (3.15)) sprowadza si¢ do nieréwnosci kwadratowej zmiennej wY :

w,g (@kw,g + Tk> > 0, (316)

gdzie
* O = Var[ Lo (BIX Auginto + 1)~ (BIEflagitoo +5)
Kzé%+k,yo+k

Var [Lge_(Ka:gM,yo%“‘l)}

o Ti=Var|Lfa—m——| 2B wfagp (o + BELY] Aug (o + ).
Kx§+k,y0+k
Réwnanie wY (@kw,g + Tk> = 0 ma dwa pierwiastki: w,’ = 0 oraz w,V = —g—’;, ktore

moga by¢ takie same, jezeli T, = 0. Wysokosci sktadki wit oraz w¥ musza by¢ wicksze od

zera, by mie¢ sens z finansowego punktu widzenia. Zauwazmy, ze Y, moze przyjmowac
tylko dodatnie wartosci dla k = 0, ..., min{w — xf,w — x{}. Prowadzi to do ponizszego

faktu o istnieniu strategii hedgingowe;j.

Fakt 2. Niech T} i O, beda parametrami nieréwnosci (3.16)) oraz niech wit > 0. Hedging

naturalny w metodzie klasycznej dziata, dlak = 0, ..., min{w—af, w—={'}, jezeli zachodzi
warunek

Or <0 (3.17)
oraz wyplata ubezpieczenia na zycie bedzie w wysokosci w¥ € ( ) _(2)%)'

Nier6wnosé (3.17) sprowadza sie do wyrazenia

Lie <Kzg+k»y0+k+1)

Var Lfaﬁ Var
zé%+k,yo+k

(il +8)  (BIEAg o+ 0)

2

ktore, po natozeniu pierwiastka kwadratowego na obie strony ma postaé

Lie <K%U+k»yo+kﬂ)

R
\/Var [Lk aKz§+k,y0+k:| ) \/Var
E[LkR]axORJrk(yO + k) ]E[LIICJ]AIBJJrk(yO + k)

(3.18)

Nieréwnosé oznacza, ze metoda klasyczna jest skuteczna w sytuacji, gdy wspot-
czynnik zmiennosci przysztych wyptat z portfela polis ubezpieczeniowych jest wiekszy od
wspotezynnika zmiennodci przysztych wyptat z portfela polis zyciowych. Moze to zacho-
dzi¢, gdy x§ << xlt i LY ~ L, poniewaz, calkowity czas trwania zycia ubezpieczonego
bedzie dtuzej podatny na potencjalne systematyczne zmiany w ewolucji Smiertelnosci niz
calkowity czas trwania zycia rencisty.
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3.4.2 Swap Smiertelnosci

Metoda klasyczna hedgingu poprzez dziedzine dziatalnosci ma jedna praktyczng wade.
Mianowicie, ubezpieczyciel musi by¢ odpowiednio duzy, by moéc ja stosowaé z powodze-
niem. Alternatywnym sposobem na zdobycie ekspozycji na odwrotnie dziatajace kontrak-
ty jest zawarcie umowy swapu Smiertelnoéci. Ten instrument finansowy stanowi przyktad
derywaty natezenia Smiertelnosci, do ktorej mozna rowniez zaliczy¢ obligacje na diugo-
wiecznos¢, kontrakt terminowy g-forward i S-forward oraz opcje na wspotezynnik przezy-
walnosci danej kohorty (LEO) [1], a takze opcje na gwarantowang wysokosé renty (GAO)
[2]. W tym Podrozdziale zajmiemy si¢ tylko swapem Smiertelnosci, poniewaz dzigki swo-
jemu mechanizmowi dziatania moze on prowadzi¢ do hedgingu naturalnego.

Nasze rozwazania bedziemy wzorowaé gtéwnie na artykule [5], z ta réznica, ze zamiast
transformacji Wanga [16], a w zwiazku z tym miary neutralnej na ryzyko @, do wyceny
swapu wykorzystamy miare rzeczywista P. Zalozmy, ze na rynku dziata dwoch ubez-
pieczycieli: R oraz U, posiadajacych taki sam model ewolucji $miertelnosci. Pierwszy z
nich specjalizuje si¢ w rentach zyciowych i chciatby zredukowaé¢ wspotezynnik zmiennosci
swoich przysztych wyptat poprzez ekspozycje na ubezpieczenia na zycie. Drugi dziata na
odwrot: specjalizuje sie w kontraktach z wyptatami na wypadek smierci i chce hedgowaé
swoj portfel instrumentami zaleznymi od prawdopodobienstwa przezycia.

Najpierw zajmiemy sie kwestig wyceny derywatywy, a nastepnie sprobujemy znalezé
warunki, w ktoérych rozwazany swap zapewnia hedging naturalny obu stronom (dzigki
tym warunkom obaj ubezpieczyciele sg zmotywowani do podpisania kontraktu; mozna to
porownacé osiggania korzysci zwiazanych z przewaga komparatywna w kontrakcie swapu
stopy procentowej IRS [17]). Z zatozenia identycznosci modeli ewolucji $émiertelnosci u obu

\ zmienne ubezpieczenia na cate zycie /
< Ubezpieczyciel R ) Ubezpieczyciel U

/ zmienne dozywotnie renty \

A

zmienne ) zmienne ;
dozywotnie sktadki na sktadki na

ubezpieczenia . .
rent;
renty y ubezpieczenia

na cate zycie
\
< Rencisci Ubezpieczeni

Rysunek 5: Schemat dziatania swapu $miertelnosci

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie [5]

ubezpieczycieli wynika, ze odpowiednio wyceniony kontrakt wymiany powinien spetniac
w roku kalendarzowym y, ponizsze réwnanie

Lo > wilfe M pan(yo) =15 D wile " pin (yo) gy (o + k) = 0, (3.19)
k=0 k=0
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gdzie wielkoéci wif, wiV to odpowiednio wybrane wysokoéci benefitéw wyptacane w ko-

lejnych latach k.
Majac za sobg wycene kontraktu wymiany $miertelnosci mozemy przejs¢ do szukania
warunkéw na zachodzenie hedgingu w chwili k = 1,... min{w — zf,w — 2{}. Mozna je

formalnie przedstawi¢ w postaci ponizszych nieréwnosci:

\l Var [Lkak a—’( 7 ] Var [LkR(wllj _ wZRW—’K@R) } + Var
R

R+k vo+k zg +k,y0+k

(o kit
zs +k,yo+k
LijwiVe 0 T ]

> , (3.20)
E[Lfwia,n k(Yo + k) E[LF)(wf — wiMagz 1 (yo + k) + E[LJwi” Ay (yo + k) (
Var|LEwit + Var| LY (wY —w;iV <K16]+’“’yo+k+l)
\/Var {Lk wyle (K’v‘gﬂyyo%“)} [ g <RR+)k votk } s e
. (3.21)

>
ELY w Ay i (yo + k) E[Lwilazn (yo + k) + EILT(wi — wi) Ay (vo + k)

Podobnie jak w przypadku lewe strony powyzszych dwoch wyrazen nie zaleza, od-
powiednio, ani od wartodci wf ani od wartosci wY. Nieréwnosé (3.20) opisuje hedging po
stronie Ubezpieczyciela R, podczas gdy nieréwnosé (3.21) przedstawia hedging z punktu
widzenia Ubezpieczyciela U.

Zauwazmy, ze nieréwnos¢ (3.20) to tak naprawde nieréwnosé (3.15)) z ta réZnicq, ze
po prawej stronie zamiast w{ znajduje si¢ wiV oraz zamiast wf mamy réznice wit — wilt
spowodowana faktem, iz Ubezpieczyciel U ﬁnansuje cze$¢ pierwotnych wyptat Ubezpie-
czyciela R. Oznacza to, ze z Faktu 2 warunki na zachodzenie hedgingu sa nastepujace:

o wi > wik;
o wiV (0 —) gdzie wielko$ci na prawym krancu przedziatu to:

> O = Var| Lo (BIK Augntvo + 1))~ (BIEflag (oo +5)

elltkyo+k
(»™) B
Var Lge_(Kng,yw“) :
o Ti = Var| Loz | 2B wf — wi)aguvo-+ DEIK Ay culo + B
|: K(R_,Zk otk 0 0
o ®k < 0.

Tak jak wczesniej, ostatni warunek jest rownowazny nierownosci . Oznacza to, ze
indeks ryzyka dla przysztych wyptat z portfela Ubezpieczyciela U powinien by¢ wiekszy
niz w przypadku Ubezpieczyciela R.

Zajmiemy sie¢ teraz warunkami na hedging z punktu widzenia Ubezpieczyciela U. Tak
jak w metodzie klasycznej dla rent zyciowych, po podniesieniu obu stron nieréwnosci
(3.21) do drugiej potegi oraz po przemnozeniu ich przez iloczyn mianownikéw dostajemy

»Y)
e )} (ELLFwi a4 (90 + k) + E[LY)(wf —wi¥)-

Aug iy + ) > (BIET) (A sty + B)

Var

»Y)

- K 1
Lge ( zg+k,y0+k+ )])

: (( B2V ar [LkRaTﬂ + (wy —wi¥)*Var

altk,yo+k
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Rozpiszmy kwadrat sumy z lewej strony wczesniej opisanej nierownosci:

2 2
(BILfwi ap i (yo + k) + BIL) (wf —wi”) Ao + 8)) = (EILFlwfags, o+ k) +
+ 2B[Lfwi ap i (vo + F)E[L] ) (wf — wi) Augan(yo + k) + (BILY](wf — wi”) Ay i (yo + F))

Tak jak w przypadku Ubezpieczyciela R, hedging dla Ubezpieczyciela U mozna przedsta-

wi¢ w postaci nieréwnosci kwadratowej zmiennej wj’:

wil (ka}:R + Ek> > 0, (3.22)

gdzie
»Y)

LkUe—( zg%,w“)} (BILE .m0 (o + k))2 — (E[LY]Agnir(vo + k)

Var [LRa—d ,

z +k,yot+k

2

o ['y =Var

@Y)

(K +1
o =y =Var {LkUe ( CAR O )PE[LIIE}(W?—wZU)%ﬁJrk(yO+k’)E[LkU]Axg+k(yo+k)-

Przy zalozeniu, ze wi® > 0 oraz w{ > w;V (co zapewnia finansowy sens), dla k =
0,...,min{w—zf w—aY} wielkosé¢ Z; przyjmuje dodatnie wartosci, co oznacza, ze zbi6r

rozwigzan (|3.22)) ma postac ( ,—?—:). Wynika z tego ponizszy warunek:

'y, < 0.

ktory, po przeksztatceniach analogicznych do zastosowanych w metodzie klasycznej, jest
rownowazny nieré6wnosci:

Var|LEa—+ ]
Var PR
aBtkyo+k

<
E[L]] Az (3o + k) E[L{la,z k(Yo + k)

U
_ K(P ) 1
Lie Bt e

(3.23)

Wyrazenie oznacza, ze hedging u Ubezpieczyciela U moze zachodzi¢ w sytuacji
odwrotnej niz u Ubezpieczyciela R. Potencjalnym skutkiem takiej relacji jest zmniejszenie
atrakcyjnosci tej metody u obu stron kontraktu. Mozna to utozsamié¢ z traktowaniem
swapu jako gry o sumie zerowej [5].
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4 EKSPERYMENT NUMERYCZNY

4 Eksperyment numeryczny

Majac opisang teorie hedgingu naturalnego rent zyciowych, sprobujemy zastosowaé ja
na symulacjach komputerowych. Obliczenia beda wzorowane na podstawie 7. rozdziatu
ksiazki [I1] przy zakladanej rocznej intensywnosci oprocentowania § = 5%. Przebieg
przeprowadzanego eksperymentu jest nastepujacy:

1. Skonstruowanie technicznego modelu ewolucji Smiertelnosci na podstawie symulacji
trajektorii modelu Lee-Cartera (bedzie on w zatozeniu podobny do modelu stoso-
wanego w [11]).

2. Symulacja catkowitych lat trwania zycia cztonkéw czterech kohort posiadaczy polis:
rencistow w wieku zf = 65 i ubezpieczonych w wieku x5 € {35,45,55}, wedlug
pojedynczych scenariuszy (rozktadéw warunkowych).

3. Wyznaczenie empirycznych indekséw ryzyka dla pojedynczych scenariuszy dla ko-
horty rencistow w chwili £ = 0.

4. Wyznaczenie empirycznych indeksow ryzyka oraz optacalno$ci w sytuacji braku
hedgingu dla symulacji z rozktadu bezwarunkowego dla kohorty rencistow.

5. Implementacja metod opisanych w Rozdziale 3. oraz powtorzenie obliczen z punktu
4. tym razem z zastosowaniem hedgingu.

Na koncu rozdzialu nastapi porownanie wszystkich opisanych wczesniej strategii, w
tym zaktadajacej brak hedgingu.

4.1 Model techniczny ewolucji Smiertelnosci

W ogélnosci mozna wyrdézni¢ dwa podejécia do modelowania ewolucji $miertelnosci w
czasie [L1]:

e dynamiczne, w ktorym wielkosci takie jak natezenie smiertelnosci czy prawdopodo-
bienstwo przezycia okreslonej liczby lat sa traktowane jako proces stochastyczny:;

e statyczne, gdzie wielkosci takie jak wyzej wspomniane sg traktowane jako scenariu-
sze o okreslonych zatozeniach.

Model techniczny ewolucji $miertelnosci, uzyty do przeprowadzenia eksperymentu nu-
merycznego, ma w zalozeniu przypominaé¢ model uzyty w Rozdziale 7. [11]. Oznacza to, ze
nalezy przejé¢ z modelu Lee-Cartera, wykorzystujacego podejscie dynamiczne, na model
wykorzystujacy podejscie statyczne.

W powyzej opisanym celu wygenerowano 1 000 000 trajektorii sktadnika k, modelu
Lee-Cartera na 65 lat w przod: od 2020 do 2085 roku. Ten wybor horyzontu czasowego
jest spowodowany ustaleniem wieku zi = 35 dla najmtodszej kohorty oraz w = 100, co
wynika z z ograniczen zatozonych podczas kalibracji opisanej w Podrozdziale 2.2.

Rysunek 6 przedstawia 1 000 pierwszych wysymulowanych trajektorii. W celu zwiek-
szenia jego czytelnosci zdecydowano sie przedstawié¢ linie interpolacyjne dla pojedynczych
scenariuszy. Faktyczne symulacje znajduja sie w punktach zatamania krzywych.
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Rysunek 6: Tysiac pierwszych wysymulowanych trajektorii procesu k,

Zrodto: Opracowanie wlasne

Na podstawie wczesniej opisanych symulacji wyznaczono 5 technicznych scenariuszy
ewolucji x, W czasie, bedacych nastepujacymi statystykami cie¢ wygenerowanych trajek-
torii na wspotrzednych y = 2020, . .., 2085:

e 1. scenariusz: minimum,

e 2. scenariusz: pierwszy kwartyl,
e 3. scenariusz: mediana,

e 4. scenariusz: trzeci kwartyl,

e 5. scenariusz: maksimum.

Nastepnie, korzystajac z wyzej wspomnianych technicznych scenariuszy ewolucji &,
oraz estymatorow a, i Bz z Rozdziatu 2., obliczono prognozowane tablice natezen smier-
telnosci. Rysunki 7, 8, 9 i 10 przedstawiaja przewidywane natezenia Smiertelnosci dla,
odpowiednio, 35-latkéw, 45-latkow, 55-latkow oraz 65-latkow w kolejnych latach wybra-
nego horyzontu czasowego.

Natezenia dla wszystkich wiekéw zachowujg si¢ podobnie w czasie. Mozna zauwazyc,
ze wartosci parametru pu,(y) wzrastaja wraz z wiekiem. W Scenariuszach 1 oraz 5 wy-
stepuja fluktuacje. Moga one modelowaé okresy wojen, kataklizmow oraz zajscia nagtych
innowacji w dziedzinie medycyny czy bezpieczenstwa, ktorych nie biorg pod uwage pozo-
stale scenariusze. Warto nadmienié¢, ze w przypadku Scenariusza 5 natezenia $miertelnosci
maja tendencje wzrostowa dla pierwszych kilkunastu lat prognozy. Mozemy to interpre-
towa¢ w taki sposob, iz zwiekszenie Smiertelnosci w tym okresie moze by¢ spowodowane
zmianami klimatycznymi, ktérych wptyw pdzniej stabilizuje sie w wyniku postepu tech-
nicznego.
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Rysunek 7: Prognozowane natezenia $miertelnosci dla 35-latkéw wedlug technicznych scena-
riuszy w 2020 roku

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Rysunek 8: Prognozowane natezenia $miertelnosci dla 45-latkéw wedlug technicznych scena-
riuszy w 2020 roku

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Rysunek 9: Prognozowane natezenia $miertelnosci lat dla 55-latkéw wedlug technicznych sce-
nariuszy w 2020 roku

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Rysunek 10: Prognozowane natezenia $miertelnosci lat dla 65-latkéw wedlug technicznych sce-
nariuszy w 2020 roku

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Kolejnym krokiem jest obliczenie prawdopodobienstw przezycia okreslonej liczby lat
dla wszystkich czterech kohort w roku kalendarzowym 2020 wedtug poszczegdlnych sce-
nariuszy. Sa one przedstawione na Rysunkach 11, 12, 13 i 14. Wykresy funkcji przezycia
u obu kohort majg ksztaltt odwrdconej sigmoidy. Patrzac na scenariusze wedtug maleja-
cego indeksu, mozemy zauwazy¢ zjawisko podobne do rektangularyzacji funkcji przezycia
[11]. Odpowiada ono za przyblizanie ksztaltu wykresu do prostokata, i jest spowodowane
tym, ze w miare zmniejszania sie natezenia sSmiertelnosci, momenty $mierci koncentruja
sie na na coraz wezszych zakresach wiekéw. Wida¢ to szczegélnie na Rysunku 11 przy
poréwnaniu Scenariusza 11 5.

Z prawdopodobienstw przezycia k lat xp.,(yo) mozna wyznaczy¢ pozostale istotne
prawdopodobienstwa takie jak prawdopobienstwo $mierci w przeciagu k lat ,q.,(yo) czy
dozycia k — 1 lat i §mierci w nastepnym roku kalendarzowym j_1)qs,(yo), ktore zostang
wykorzystane do wyceny interesujacych nas polis ubezpieczeniowych.

4.2 Symulacje catkowitych czaséw trwania zycia

Do symulacji catkowitych czaséw trwania zycia wykorzystano algorytm ITM-d [13]. Catl-
kowity czas trwania zycia xg-latka w roku kalendarzowym g, ma rozktad zadany funkcja
prawdopodobienstwa P (K, yo = k) = 50w (Y0) = Dk

Rysunek 15 pokazuje schemat blokowy rozwazanego algorytmu. Na potrzeby ekspery-
mentu wygenerowano po 500 000 momentéw $mierci na kohorte, po 100 000 na scenariusz,
co powinno zapewni¢ wystarczajaco duza probe do zaobserwowania dzialania strategii
hedgingowych opisanych w Rozdziale 3.

4.3 Empiryczne wyniki dla pojedynczych scenariuszy w sytuacji
braku hedgingu

Nastepnym etapem eksperymentu, po konstrukeji modelu technicznego i wygenerowaniu
momentéw Smierci, jest wyznaczenie indeksu ryzyka oraz optacalnosci w sytuacji braku
stosowania metod hedgingu naturalnego dla pojedynczych scenariuszy oraz ich poréwna-
nie.

W ponizszej tabeli przedstawiono $rednig i wariancje wyptat pojedynczych polis oraz
wspotezynniki zmiennosci wyptat wyrazone w procentach, a takze optacalnos¢ dziatalno-
sci. Wszystkie wielkosci sa obliczone na chwile £ = 0.

Tabela 1: Empiryczne wyniki dla pojedynczych scenariuszy w sytuacji bez hedgingu

Scenariusz 1 | Scenariusz 2 | Scenariusz 3 | Scenariusz 4 | Scenariusz 5
Srednia 12.64616 11.95182 11.83602 11.71835 10.96842
Wariancja 19.66734 19.38444 19.29047 19.18063 18.13302
Indeks ryzyka (%) | 0.1108956 0.1164911 0.1173453 0.1181857 0.1227697
Optacalnosé 7.495413e-4 | 7.549654e-4 | 7.568197e-4 | 7.589647e-4 | 7.806041e-4

Zrédto: Opracowanie wlasne

Mozemy zauwazy¢, ze Srednia zmniejsza si¢ wraz ze wzrostem indeksu scenariusza.
Taka samg zaleznos¢ mozna zauwazy¢ dla wariancji. Obie relacje sa spowodowane zmniej-
szaniem si¢ prawdopodobienstw przezycia. W przypadku indeksu ryzyka oraz optacalnosci
jest na odwrot, tzn. zwiekszenie indeksu scenariusza powoduje zwigkszenie ich wartosci.
Zachowanie pierwszej z tych dwoch wielkosci moze byé¢ powiazane z efektem analogicznym
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Rysunek 11: Prognozowane prawdopodobiefistwo przezycia przez 35-latkéw k lat w 2020 roku
wedlug technicznych scenariuszy

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Rysunek 12: Prognozowane prawdopodobienistwo przezycia przez 45-latkéw k lat w 2020 roku
wedlug technicznych scenariuszy

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Rysunek 13: Prognozowane prawdopodobiefistwo przezycia przez 55-latkéw k lat w 2020 roku
wedltug technicznych scenariuszy

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Rysunek 14: Prognozowane prawdopodobienistwo przezycia przez 65-latkow k lat w 2020 roku
wedlug technicznych scenariuszy

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Rysunek 15: Schemat blokowy algorytmu ITM-d

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie [13]

do rektangularyzacji funkcji przezycia opisanym w Podrozdziale 4.1. Natomiast druga
zmiana ma ekonomiczng interpretacje. Polega ona na tym, ze zwickszona Smiertelnosé
powoduje skrocenie sredniego okresu wyptaty renty, a przez to zmniejszenie zobowigzan
ubezpieczyciela, przy jednoczesnym obnizeniu oferowanej jednorazowej sktadki netto.
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4.4 Empiryczne wyniki w sytuacji braku hedgingu z rozktadem
bezwarunkowym

Majac wyniki dla pojedynczych scenariuszy ewolucji Smiertelnosci, przeprowadzono obli-
czenia wielkosci bezwarunkowych. Na poczatku zdefiniowano naiwny rozktad prawdopo-
dobienistwa na zbiorze zatozen. Scenariuszom 1 i 5 przyporzadkowano najmniejsza wage
scenariuszom 2 i 4 wage %, a scenariuszowl 3 najwyzsza wage %

Ponizsza tabela przedstawia obliczone wartosci poszczegdlnych wielkosci, ktore beda
stanowity punkt odniesienia w analizie strategii hedgingowych. W przeciwienstwie do
Podrozdziatu 4.3 $rednia i wariancja dotycza catego portfela, a nie pojedynczej polisy.

L
10°

Tabela 2: Empiryczne wyniki w sytuacji bez hedgingu dla rozktadu bezwarunkowego

Indeks ryzyka (%)
3.235596

Optacalnos¢
2.746155e-05

Srednia
1182990

Wariancja
1465111739

Zrédto: Opracowanie wlasne

Na koniec poréwnano empiryczny wspétezynnik zmiennosci z granica (3.4]). Roznica
pomiedzy obiema wielko$ciami stanowi 0.06561942 procent wartosci (3.4). Taka mata
liczba zdaje sie potwierdza¢ dziatanie efektu tgczenia ryzyk.

4.5 Empiryczne wyniki strategii hedgingowych

4.5.1 Metoda rezerwy

W metodzie rezerwy do zdefiniowania benefitu na wypadek $mierci wybrano 5 scenariu-
szy ewolucji Smiertelnosci, ktore sa jednoczesnie rozwazane w modelu technicznym, oraz
natezenie oprocentowania identyczne jak w przypadku wyceny rent zyciowych.

W ponizszej tabeli podane sg empiryczne wyniki otrzymane na podstawie wykonanych
symulacji. Wszystkie wielko$ci dotycza catego portfela polis.

Tabela 3: Empiryczne wyniki dla metody rezerwy

Scenariusz 1

Scenariusz 2

Scenariusz 3

Scenariusz 4

Scenariusz 5

Srednia 1448994 1415447 1410042 1404628 1371486
Wariancja 268547741 362452776 379413587 396926820 516737792
Indeks ryzyka (%) 1.130952 1.34503 1.381416 1.418385 1.657462
Redukcja ryzyka (%) 65.04657 58.41116 57.30567 56.16312 48.77413
Optacalnosé 6.414467e-05 | 5.43442e-05 | 5.333898e-05 | 5.206432¢-05 | 4.518074e-05

Zrédto: Opracowanie wlasne

Srednia wyplata z portfela maleje wraz ze wzrostem indeksu scenariusza. Jest to
spowodowane, tak jak w Podrozdziale 4.3., malejacymi prawdopodobienstwami przezycia,
wykorzystanymi do wyceny benefitu na wypadek sSmierci.

Wariancja zachowuje si¢ na odwroét. Jest to najprawdopodobniej spowodowane powia-

zaniem wielkosci ubezpieczenia ze srednimi wartosciami rent niezrealizowanych w wyni-
ku smierci wtasciciela polisy. Zalozenie mniejszych smiertelnosci moze zapewnié¢ ochrone
przed zbyt dtugimi okresami wyptacania polis w poréwnaniu do zaktadanych wielkosci.
Indeks ryzyka zachowuje si¢ podobnie do wariancji, co pociaga za soba redukcje ry-
zyka, ktora dla wszystkich scenariuszy wynosi ponad 48%, w tym az okoto 65% (!) dla
Scenariusza 1. Tak silny hedging wpltywa tez na optacalnos¢. Pomimo rosnacych kosztow
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netto, ro$nie ona wraz ze zmniejszaniem indeksu scenariusza.

4.5.2 Metoda zwrotu

W metodzie zwrotu przy definicji benefitu na wypadek $mierci uzyto pieciu wariantow
optaty referencyjnej. W kazdym przypadku rozwazano jednorazowa sktadke obliczong
wedlug zasady wartosci oczekiwanej [3]:

O(p) = (1 + e)axo (yO)v

gdzie 6 to narzut bezpieczenstwa. W kolejnych wariantach, zaczynajac od Wariantu 1 i

koniczac na Wariancie 5, narzut 6 wynosi odpowiednio 0%, 10%, 25%, 50% oraz 90%.
W ponizszej tabeli podane sg empiryczne wyniki otrzymane na podstawie wykonanych
symulacji. Wszystkie wielkosci dotycza catego portfela polis.

Tabela 4: Empiryczne wyniki dla metody zwrotu

Wariant 1 Wariant 2 Wariant 3 Wariant 4 Wariant 5

Srednia 1307608 1334575 1380595 1474646 1676295

Wariancja 916680899 773176294 541263310 182659426 69855243

Indeks ryzyka (%) 2.3154285 2.0835127 1.6851479 0.9165016 0.4985964

Redukcja ryzyka (%) 28.438895 35.606533 47.918477 71.674415 84.590280
Optacalnosé 3.349176e-05 | 3.669916e-05 | 4.434557e-05 | 7.809872e-05 | 1.326029e-04

Zrédto: Opracowanie wlasne

Srednia wyplata z portfela rosnie wraz z indeksem wariantu, co wynika ze wzrostu
wielkosci wyptacanych ubezpieczen.

Wariancja zachowuje sie odwrotnie. Jest to spowodowane mechanizmem analogicz-
nym do metody rezerwy z ta roznica, ze w przypadku metody zwrotu benefit na wypadek
Smierci moze sta¢ bezwarto$ciowy na dtugo przed teoretycznym osiggnieciem maksymal-
nego wieku zycia przez posiadacza polisy.

Tak samo jak dla metody rezerwy, indeks ryzyka maleje wraz ze wzrostem wysokosci
wyplat ubezpieczen, co pocigga za sobg zwiekszenie jego redukeji od ok. 28% do ponad
84% (!). Optacalno$é rosnie wraz z indeksem wariantu, co oznacza ze zwigkszanie wielkosci
benefitu na wypadek Smierci do pewnego poziomu moze by¢ rentowne dla ubezpieczyciela.

4.5.3 Metoda klasyczna

W metodzie klasycznej rozwazano trzy warianty zf: 35, 45 i 55 skoficzonych lat zycia.
Wielkosci wY zdefiniowano jako érodki przedzialow ( , —g—i).

W Tabeli 5 podane sa empiryczne wyniki otrzymane na podstawie wykonanych sy-
mulacji. Wszystkie wielkosci dotyczg catego portfela polis.

Zarowno $rednia jak i wariancja rosng wraz z wiekiem ubezpieczonych, co jest spo-
wodowane zwiekszeniem prawdopodobienstw zgonu w poczatkowych latach trwania kon-
traktow.

Patrzac na indeks ryzyka, mozemy zauwazy¢ jego zmniejszanie si¢ wraz ze zwiek-
szaniem si¢ x5, co pociaga za soba wzrost redukeji ryzyka. Optacalno$é rosnie wraz z
wiekiem ubezpieczonych, co oznacza, iz w sytuacji gdy ubezpieczyciel dziata zaréwno
na rynku rent zyciowych jak i ubezpieczen na zycie, to powinien on oferowa¢ kontrak-
ty ubezpieczeniowe osobom w wieku zblizonym do wieku wtascicieli polis rentowych ale
nizszym.
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Tabela 5: Empiryczne wyniki dla metody klasycznej

Wick 35 Wick 45 Wick 55
Srednia 1246130 1289174 1374236
Wariancja 1558057552 | 1625238334 | 1770999582
Indeks ryzyka (%) 3.167587 3.127137 3.062301
Redukcja ryzyka (%) | 2.101921 3.352073 5.355892
Optlacalnodé 2.777807e-05 | 2.796264¢-05 | 2.831224e-05

Zrédlo: Opracowanie wlasne
4.5.4 Swap Smiertelnosci

Dla swapu S$miertelnosci, podobnie jak w przypadku metody klasycznej, rozwazano 3
warianty z§: 35, 45 i 55 skoriczonych lat zycia. Na potrzeby eksperymentu we wszystkich
wariantach ustalono w;f = 0.05.

W Tabeli 6 podane sa empiryczne wyniki otrzymane na podstawie wykonanych sy-
mulacji. Wszystkie wielkosci dotycza catego portfela polis.

Tabela 6: Empiryczne wyniki dla swapu $miertelnosci

Wiek 35 Wiek 45 Wiek 55

Srednia 1182990 1182990 1182990
Wariancja 1403832471 | 1371950469 | 1351523678

Indeks ryzyka (%) 3.167208 3.131037 3.107641

Redukcja ryzyka (%) 2.11362 3.231537 3.954625
Optacalnos¢ 2.788514e-05 | 2.822686e-05 | 2.845435e-05

Zrédto: Opracowanie wlasne

Srednia wyplata z portfela jest taka sama dla wszystkich skoficzonych lat zycia, co
wynika z tego, ze kontrakt w chwili 0 ma warto$é¢ 0. Wariancja zmniejsza si¢ wraz ze wzro-
stem wieku ubezpieczonych. Jest to najprawdopodobniej spowodowane statg wartoscia

w; oraz odpowiednio dobranymi wielkogciami w;V, ktére stanowia srodki przedziatow

(0, —g—z). Podobnie jak dla metody klasycznej indeks ryzyka maleje wraz ze wzrostem
wieku ubezpieczonych, co prowadzi do silniejszej redukcji ryzyka.

Optacalnos¢ rosnie wraz z wiekiem ubezpieczonych, zatem Ubezpieczycielowi R po-
winno zaleze¢ na tym, by podpisaé¢ kontrakt z Ubezpieczycielem U posiadajacym portfel
polis dotyczacych kohorty zblizonej do kohorty rencistéow pod wzgledem wieku ale mtod-
szej.

40



5 WNIOSKI

5 Whnioski

W tej sekcji zajmiemy sie synteza wynikéw dla poszczegdlnych strategii otrzymanych w
eksperymencie numerycznym i na jej podstawie wyciggniemy wnioski pozwalajace pod-
sumowa¢ niniejsza prace.

Rysunki 16-20 przedstawiaja najwazniejsze bezwarunkowe wielkosci wyznaczone w
Rozdziale 4., tj. $rednia i wariancje wyptat z portfela, indeks ryzyka i jego redukcje oraz
optacalnosé. Czarna pozioma linia pokazuje poziom wartosci dla braku hedgingu i utatwia
graficzne poréwnanie tej strategii z pozostatymi.

Zacznijmy od $redniej. Na Rysunku 16 wida¢, ze dla zdecydowanej wigkszosci stra-
tegii hedgingowych jest ona wyzsza niz w przypadku braku zabezpieczenia. Stanowi to
naturalny efekt tego, ze w przypadku hedgingu poprzez czas oraz metody klasycznej do
oryginalnej polisy dodajemy nieujemne benefity i polisy z dodatnig wartoscia. Inaczej
jest dla swapu $miertelnosci, ktory dotyka linii benchmarkowej. Wynika to ze sposobu w
jaki wycenia sie ten kontrakt, tzn. jego warto$¢ w chwili 0 powinna by¢ zerowa. Mozemy
tez zauwazy¢, ze wartosci dla metod hedgingu poprzez czas przewyzszaja w wigkszosci
przypadkéw wartosci dla hedgingu poprzez dziedzine dziatalnosci.

Na Rysunku 17 mozemy poréwnaé¢ wariancje wyptat z portfela. Wida¢, ze tylko w
przypadku metody klasycznej nastepuje jej zwickszenie. Wynika to z tego, iz w tej stra-
tegii portfele rent zyciowych oraz ubezpieczen na zycie sg niezalezne, a zatem wariancja
ich sumy jest suma wariancji poszczegélnych portfeli. Dla hedgingu poprzez czas wy-
stepuje redukcja tej charakterystyki, co stanowi jeden z rezultatow Faktu 1., ktory jest
spetniony przez wszystkie wersje metody rezerwy oraz zwrotu. Obnizenie wariancji za-
chodzi réwniez dla swapu $miertelnosci, chociaz nie jest ono tak silne, jak dla hedgingu
poprzez czas.

Przejdziemy teraz do indeksu ryzyka. Na Rysunku 18 wida¢, ze dla kazdej strategii
hedgingowej rzeczywiscie wystepuje zmniejszenie jego wartosci. Metody hedgingu poprzez
dziedzine dziatalnosci sa wyraznie stabsze od metod hedgingu poprzez czas. W przypadku
metody klasycznej obnizenie indeksu ryzyka nastepuje w wyniku zwickszenia sie jego
licznika i mianownika, przy czym czym pierwszy z nich rosnie wolniej od drugiego. Dla
swapu Smiertelnosci zasada dziatania jest inna. Wspotezynnik zmiennosci zmniejsza sig,
poniewaz jego licznik maleje, ale mianownik pozostaje taki sam. Hedging poprzez czas
ma natomiast jeszcze inny mechanizm. Indeks ryzyka zmniejsza sie przez jednoczesng
redukcje odchylenia standardowego i zwickszenie sredniej wyptaty z portfela, co daje
najlepsze rezultaty.

Rysunek 19 przedstawia procentowa redukcje ryzyka dla strategii hedgingowych. Me-
toda klasyczna i swap smiertelnosci daja gorsze wyniki w poréwnaniu do metody rezerwy
i zwrotu. Dla hedgingu poprzez czas w az szeSciu strategiach na dziesi¢¢ obnizenie ryzyka
wyniosto ponad 50%, a w najlepszym wypadku ponad 80%! Warto odnotowaé, ze dla hed-
gingu poprzez czas redukcja ryzyka zwieksza sie wraz ze wzrostem wysokosci benefitéw
wyplacanych na wypadek Smierci.

Ostatnig rzecza, ktérg nalezy przeanalizowaé, jest optacalno$¢ poszczegdlnych stra-
tegii. Z Rysunku 20 wida¢, ze wprowadzenie kazdego wariantu hedgingu kalkuluje sig,
chociaz w réznym stopniu. Metoda klasyczna i swap $miertelnosci sa mniej optacalne
od strategii hedgingu poprzez czas. Dla metody rezerwy oraz metody zwrotu mozemy
zauwazy¢, ze uzytecznosé rosnie wraz ze srednig wyptata z portfela, a przez to z kosztem
netto benefitéw na wypadek $mierci, poniewaz zapewniona redukcja ryzyka z nawiazka
rekompensuje zniechecenie klientéw do oferty w wyniku podwyzszenia cen.
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Podsumujmy teraz przeprowadzone analizy. W rozwazanych przypadkach nie zaist-
niata sytuacja, w ktorej wprowadzenie strategii hedgingowej by si¢ nie optacato. Metody
hedgingu poprzez czas daja lepsze efekty od metod hedgingu poprzez dziedzine dziatalno-
sci. W pierwszej grupie strategii wyptaty rent i ubezpieczen sa od siebie zalezne, podczas
gdy w drugiej tak nie jest. Oznacza to, ze z metody klasycznej moga gtownie korzystaé
ubezpieczyciele z duzg liczbg klientow oraz produktow, co pozwoli na znalezienie i pota-
czenie ze sobg odpowiednich portfeli. Zakup swapa $miertelnosci jest bardziej uniwersalng
metoda, na ktérag moga sobie pozwoli¢ rézne zaktady ubezpieczeniowe. Nalezy jednak pa-
mietac, ze taka strategia powoduje ekspozycje na ryzyko niewyptacalnoséci kontrahenta,
ktore materializuje sie, gdy druga strona umowy nie jest w stanie sptaca¢ swoich zobowia-
zan. To ryzyko mozna zredukowaé¢ do akceptowalnego poziomu, wyznaczajac dwustronne
Credit Value Adjustment kontraktu w sposéb podobny do swapow stopy procentowej czy
forwardu na walute [9].

W niniejszej pracy opisano metody redukeji wspétczynnika zmiennosci wyptat z port-
fela rent zyciowych z wykorzystaniem ubezpieczen na zycie, co utozsamiono z hedgingiem
naturalnym. Wykonano réwniez eksperyment numeryczny, ktéry pokazat ich dziatanie w
praktyce. Obie kwestie stanowig punkt wyjscia do dalszych rozwazan. Przyktadowo, moz-
na przeanalizowa¢ zachowanie si¢ opisanych strategii hedgingowych w czasie, co w pew-
nym stopniu zostato wykonane w [I1], jednak dotyczyto to pojedynczych wersji metody
rezerwy oraz zwrotu i pomijato hedging poprzez dziedzing dziatalnosci. Ciekawym poten-
cjalnym kierunkiem dziatania jest rowniez wykorzystanie innych niz model Lee-Cartera
dynamicznych modeli ewolucji Smiertelnosci jako baz pod kontrukcje modelu techniczne-
go. Ostatnie z proponowanych dalszych mozliwych rozwazan, ale nie wyczerpujace wszyst-
kich mozliwosci, stanowi poréwnanie metod hedgingu naturalnego z metodami transferu
ryzyka takimi jak reasekuracja czy derywaty natezenia Smiertelnosci rozne od opisanego
w tej pracy swapa.
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APPENDIX

Appendix

W niniejszym Appendixie oméwione zostang wlasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej
oraz warunkowej wariancji wykorzystywane w Rozdziale 3. Wszystkie definicje i twier-
dzenia pochodza z ksiazki J. Jakubowskiego i R. Sztencla [7].

Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna oraz niech § C F bedzie o-ciatem.

Definicja Al. [7] Niech X bedzie catlkowalna zmienna losowa. Warunkowa wartoscia
oczekiwang X pod warunkiem G nazywa sie zmienng losowa E[X|G] spelniajaca warunki

e E[X|G] jest §-mierzalna;

e dla kazdego zdarzenia losowego G € G z prawdopodobienstwem 1 zachodzi réwnosé
/ XdP = / E[X|S]dP.
a G

Twierdzenie A2. [7] Niech X bedzie catkowalna zmienna losowa. Wtedy:
(i) jesli X jest G-mierzalna, to z prawdopodobienstwem 1 zachodzi E[X |G| = X;

(ii) jesli §; € Go C G, to z prawdopodobienstwem 1 zachodzg réwnosci

E[X|81] = E[E[X|S:]|S1| = B[EIX[51]IS:];

(iii) z prawdopodobienstwem 1 zachodzi E[X] = ]E{IE[X |9H

Dowdd. (i) Fakt, ze obie zmienne X oraz E[X|SG] sa G-mierzalne oraz ze dla kazdego
zdarzenia losowego G € G zachodzi réwnosé

/G]E[X|9]d]P:/GXd]P

implikuje, iz X musi pokrywaé sie z E[X|9] na zbiorach pelnej miary.

(ii) Zmienna E[X|9;] jest §;-mierzalna oraz dla kazdego zdarzenia losowego G € G; C G
zachodzg réwnosci

/G]E[X|92]d]P:/GXd]P:/G]E[X|91]d]P.

Oznacza to, ze E {]E [X|Gs] |91} = E[XG1] na zbiorach pelnej miary. Z definicji warunkowej
wartosci oczekiwanej E[X|G;] jest Go-mierzalne, przez co na mocy (i) z prawdopodobien-
stwem 1 zachodzi tez réwnosé E|E[X|[51][G2| = E[X|G4].

(iii) Jezeli G = {0,Q} oraz Gy = G, to na mocy (ii) z prawdopodobienstwem 1 zachodza
réwnosci

E[X] = E[X|$,] = E[E[X%.I9:]] = E[E[X[S.]] = E[E[X]9].
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Definicja A3. [7] Niech X bedzie zmienna losowa catkowalng z kwadratem. Warunkowa
wariancja X pod warunkiem § nazywa si¢ zmienng losowa

Var[X|5] = E|(X — B[X|5])*|].

Twierdzenie A4. [7]
Niech X bedzie zmienng losowa catkowalng z kwadratem. Jej wariancje mozna zapisac
jako
Var(X] = ]E[Var[X]S]} + Var {]E[X]S}]
Dowad. 7 wtasno$ci wariancji zachodzi réwnosé

2

Var[X] = E[X] - (E[X]) . (A.1)
Na mocy podpunktu (iii) Twierdzenia prawa strone (A.1) mozna wyrazié¢ jako
2
E[E[X?(S]| - (B[E[X|S)])",
co, korzystajac z definicji wariancji warunkowej, jest réwnowazne wyrazeniu

2

E[Ver[X|9] + (B[X|9)?] - (E[EIX|9]))

Porzadkujac (A.2)) otrzymuje sie

(A.2)

2
)

E|Var[X|S]] + E[(E[X|9])?] - (E[E[X|S]])

ktore z podstawowych wtasnosci wariancji oraz faktu, ze warunkowa wartos¢ oczekiwana
jest zmienng losowa, daje rownosci

Var[X] = E[X] - (E[X])" = E[Var[X|9]] + Var [E[X]S]].

co konczy dowdd.
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