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Wprowadzenie

Niniejsza praca podejmuje temat znajdowania czaséw mieszania tancuchow
Markowa. Zostala zainspirowana pytaniem: ile razy nalezy przetasowac tali¢ kart
sposobem ,riffle shuffle”, aby mozna byto ja uznaé za potasowang? Problem ten
zostal opisany przez Persiego Diaconisa w czwartym rozdziale ksiazki ,,Group re-
presentations in probability and statistics” [3] i rozwiazany za pomoca metody
czasow silnie stacjonarnych. Jednak dowody tam zamieszczone sa raczej pobiezne
i nieformalne. Celem pracy jest sformalizowanie rozwazan P. Diaconisa oraz pre-
cyzyjne opisanie kilku innych przyktadéw zastosowania metody czaséw silnie sta-
cjonarnych.

Laricuch Markowa jest to ciag zmiennych losowych {X;}, taki ze X;;; nie za-
lezy od X;_1,..., Xq. Pierwszy element tego ciagu Xy nazywamy punktem poczqt-
kowym. Przy pewnych warunkach, dla taiicucha Markowa istnieje jedyny rozktad
7, do ktorego zbiegaja rozktady X;. Nazywany go rozktadem stacjonarnym. Dla
danego taricucha Markowa okresla sie czas mieszania t,,;,, czyli moment, po kto-
rym (czyli dla t > t,,;,) rozktad X; jest odpowiednio blisko rozktadu stacjonarnego
niezaleznie od punktu poczatkowego Xj.

Najwazniejszym teoretycznym wynikiem pracy jest twierdzenie [2.16], pozwala-
jace oszacowaé odlegtos¢ miedzy rozktadami X; oraz w. Wykorzystuje sie w nim
tzw. czas silnie stacjonarny, ktorego zdefiniowaniu poswiecony jest podrozdziat
[2.1] Twierdzenie to mowi, ze odlegtosé miedzy rozktadami X; oraz 7 jest nie wiek-
sza niz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze czas silnie stacjonarny dla tancucha jest
wiekszy niz t. Rezultat ten jest podstawa wspomnianej na wstepie metody cza-
sow silnie stacjonarnych. Gléwna cze$¢ pracy stanowia zastosowania tej metody
w konkretnych przyktadach. W kazdym z nich, okreslajac odpowiedni czas sil-
nie stacjonarny oraz stosujac twierdzenie otrzymujemy oszacowanie na czas
mieszania.

Strukture pracy podporzadkowano jej celowi. W rozdziale (1] definiujemy tan-
cuchy Markowa oraz wybrane ich proste wtasnosci. Nastepnie podajemy (bez do-
wodow) kilka twierdzen przydatnych w pozniejszych rozwazaniach. Podane w tym
rozdziale definicje i przyktady sa zaczerpniete z [2] oraz [4].

W rozdziale 2| wyjasniamy na czym polega metoda czasow silnie stacjonarnych.
W tym celu wprowadzamy potrzebne pojecia oraz udowodniamy serie rezultatow
prowadzacych do dowodu twierdzenia [2.16] Ta cze$¢ rozwazan jest przygotowana
na podstawie rozdziatu 6 z [4], w szczegdlnosci podrozdziatow 6.2, 6.3 i 6.4.

W rozdziale 3| prezentujemy cztery zastosowania metody czaséw silnie stacjo-
narnych. W podrozdziale dotyczacym tasowania ,top-to-random” korzystamy
z wynikow podrozdzialu 6.1 z [4], lematu 4.4.2 z 3] oraz twierdzenia 1 z rozdziatu
4 7 [5]. W podrozdziale dotyczacym ,leniwego” spaceru po n-kostce korzystamy
z przyktadow 6.3, 6.4 oraz 6.5.2 z [4]. W podrozdziale dotyczacym ,leniwego”
spaceru po 2F-cyklu korzystamy z przyktadu 6.5.5 oraz zadan 6.6 i 6.8 z [4]. W
podrozdziale dotyczacym tasowania ,riffle shuffle” korzystamy z wynikow le-
matow 2 i 3 oraz twierdzenia 7 z rozdziatu 4 z [3] oraz z wynikéw podrozdziatu
8.3 z [].
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1 Podstawowe definicje i twierdzenia

W tym rozdziale zdefiniujemy taricuchy Markowa oraz przytoczymy bez dowo-
dow kilka podstawowych faktow i definicji potrzebnych w dalszych rozwazaniach.

Definicja 1.1. Niech (€, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Ciag zmien-
nych losowych {X;} okreslonych na € o wartosciach w skoriczonym lub przeliczal-
nym zbiorze S (przestrzeni stanéw) nazywamy taricuchem Markowa z macierza
przejscia P, jesli dla kazdych xq,...,r; € S mamy

]P)[Xt = $t|X0 =20,..., X1 = It—l] = P[Xt = $t|Xt—1 = It—l] = P(It—h xt)-

Lancuch Markowa jest to proces bez pamieci, to znaczy taki, ze X, zalezy wy-
tacznie od X;. Kolejne kroki procesu sa determinowane przez macierz P. Macierz
ta jest przykladem macierzy stochastyczne;j.

Definicja 1.2. Macierz P = {P(z,y) }+yes nazywamy macierza stochastyczna,
jezeli jej wszystkie wyrazy sa nieujemne oraz

> Plz,y)=1 VzesS.

yeS

W niniejszej pracy bedziemy rozwazaé¢ wylacznie tancuchy takie, dla ktorych
S jest zbiorem skoriczonym.

Rozktad poczatkowy X, oznaczmy przez p. Bedziemy rozwazaé zaleznosé X
od poczatkowego rozkladu. Standardowo zapisuje si¢ to jako P,, E,. My jednak
rozwaza¢ bedziemy wylacznie przypadki takie, ze yu = d,, czyli miara poczatkowa
to miara skupiona w danym punkcie z € §. Zastosujemy wiec oznaczenia P, E,.
Wtedy

Po(Xe = y) = Ps, (Xy = y) = P(X; = y[Xo = 2).

Rozwazmy przyktad tancucha Markowa. Zaprezentujemy w ten sposéb wyniki,
do ktorych dazymy w tym rozdziale.

Przyktad 1.3. Rozwazmy spacer losowy na & = {0,1} zilustrowany ponizszym
grafem (Rysunek 1).

p
1—p1—q
q

Rysunek 1: Graf, po ktérym porusza sie spacer z prawdopodobienistwami przejscia

Mamy dwie monety, pierwsza o prawdopodobienstwie wyrzucenia orta p i druga
o prawdopodobienistwie wyrzucenia orta q. Czasteczka startuje w punkcie 0. W
kazdym ruchu spacer dziata nastepujaco.
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e Jezeli czasteczka znajduje sie w punkcie 0, to rzucamy pierwsza moneta. Jesli
wypadnie orzet, to czasteczka przemieszcza si¢ do punktu 1, w przeciwnym
wypadku pozostaje w 0.

o Jezeli czasteczka znajduje sie w punkcie 1, to rzucamy druga moneta. Jesli
wypadnie orzel, to czasteczka przemieszcza sie do punktu 0, w przeciwnym
wypadku pozostaje w 1.

p:<1;p 1fq>- (1)

W jakim celu definiujemy dla taricuchéw macierz P? Oznaczmy jako u,; rozktad
zmiennej X;, tzn. w naszym przypadku

pe = (P(X; = 0),P(X; = 1)),

s = (um(o)) _ ((1 — p)e(0) +qut(1)> WP @)

Dla rozwazanego spaceru

wtedy

prea(1) pr(0) + (1 — q)pe(1)
Co pociaga
fir = po P*.
W naszym przypadku o = (1,0). Jak sie okazuje i sa to ogdlne wtasnosci
taricuchéw Markowa.

Jednym z wazniejszych pytan, dotyczacych taricuchow Markowa jest: jak wy-
glada zachowanie X; (czyli ;) dla duzych wartosci ¢? Pokazemy, ze, dla rozwaza-
nego tancucha u; zbiega do pewnej miary m, co wiecej, zbieznosé ta jest wyktad-
niczo szybka.

Zdefiniujmy miare ™ na S jako

q p
70)=—— | w(l)=—0u.
0) = )=

Jest to taka miara, ze

lL=p p
_ (4 _p — (e ) _
TP = <p+q p+q) < q 1 — q) - (p+q p+q> =T
Latwo zauwazy¢, ze jezeli granica y; istnieje, to musi spelniaé¢ powyzsza wlasnosé.

W zwiazku z tym, miary speliajace te wlasnosé beda dla nas szczegélnie wazne.

Aby pokazaé, ze granica lim; u; = 7, zdefiniujmy
et = (0) — m(0).
Wowcezas
i1 = e(0)(1 = p) + (1 = m(0))g = 7(0) = (1 = p — q)ey,
wiec, jesli 0 < p+¢q < 2, to
Jim 1¢(0) = 7(0) oraz analogicznie Jim pi(1) = m(1)

oraz zbieznoéci te sa wyktadnicze.



Lancuchy Markowa na skoriczonych przestrzeniach generalnie posiadaja po-
dobne do opisanych w przyktadzie wtasnosci, a wiec zbiegaja do pewnej miary
T, nazywanej miara stacjonarng, a zbieznos¢ ta jest wyktadniczo szybka. Takie
wyniki wymagaja zatozenia, ze tancuch jest nieredukowalny oraz nieokresowy. Te
pojecia teraz zdefiniujemy.

Definicja 1.4. Stan y nazywamy osiagalnym ze stanu z, jezeli dla pewnego n
zachodzi P"(z,y) > 0. Inaczej mowiac, y jest osiagalny z z, jezeli z dodatnim
prawdopodobieristwem mozemy przej$¢ z x do y. Oznaczamy to x — y.

Definicja 1.5. Stany x i y nazywamy wzajemnie sie komunikujacymi, jezeli
r —yiy— x (awie¢ mozna przejs¢ zaréwno z z do y, jak i z y do z).

Uwaga 1.6. Obie relacje osiggalnosci i wzajemnej przechodniosci sa przechodnie.

Definicja 1.7. Lanicuch Markowa nazywamy nierozkladalnym (nieredukowal-
nym), jezeli kazde jego dwa stany komunikuja sie nawzajem (a wiec z dowolnego
stanu mozna osiagna¢ kazdy inny).

Definicja 1.8. Miare probabilistyczna nazywamy miara stacjonarng (rozkta-
dem stacjonarnym) taiicucha Markowa (ekwilibrum, stanem réownowagi), jezeli
m=7P, czyli
m(y) =Y nw(z)P(z,y) Vz,y€eS.
z€S
Oznacza to, ze jesli X; ma rozktad 7, to réwniez wszystkie kolejne X s > ¢t maja
rozktad .

Dla danego procesu moze nie istnie¢ zaden, istnie¢ jeden lub wiecej niz jeden
rozklad stacjonarny. Jak zobaczymy za chwile, dla dowolnego tancucha nieredu-
kowalnego miara ta jest jedyna.

Twierdzenie 1.9. Kazdy nieredukowalny taricuch Markowa na skonczonej prze-
strzeni standw posiada jedyng miare stacjonarng. Ponadto w(x) > 0 dla kazdego
rel.

Przyktad 1.10. (Spacery losowe na grupach) Niech v oznacza dowolna miare
probabilistyczna na skonczonej grupie G. Rozwazac¢ bedziemy lewe spacery losowe
na grupie G, ktore sa zadane przez macierz przejscia

P(g,hg) = v(h).

Zatem, jest to taki taricuch Markowa, w ktorym prawdopodobienstwo przejécia ze
stanu ¢ do h zalezy wylacznie od wartosci miary na elemencie ho g=1. W zwiagzku
z tym, taki tanicuch wygodnie jest przedstawi¢ w postaci

Xi=9i...91Xo,



gdzie gi,...,g; to niezalezne zmienne losowe o rozktadzie v. gy, ..., g; nazywamy
przyrostami.

Jezeli U jest jednostajna miara probabilistyczna na G, czyli U(g) = ﬁ, to dla
dowolnego spaceru losowego na G, U jest miarg stacjonarna:

1 1 1
=Y U(h)P(h,qg) ’G‘Z P(k'g,9) = ’G‘Z (k)ZQZU(g)-

heG keG keG

Naszym kolejnym celem jest pokazanie, ze rozktad X; zbiega do miary stacjo-
narnej. Do tego potrzebujemy jednak dodatkowego zalozenia nieokresowosci, co
mozemy zilustrowac¢ przyktadem.

Przyktad 1.11. Niech n bedzie liczba parzysta. Rozwazamy spacer losowy na
S =172, ={0,1,...,n — 1} zdefiniowany nastepujaco: X;y; = X; £ 1 (mod n)
z prawdopodobienstwem % Mozna zauwazy¢, ze okres kazdego punktu jest réwny
2, poniewaz jedynie w parzystej liczbie ruchéw jestesmy w stanie wroci¢ do kaz-
dego punktu. Co wiecej, dla tego tancucha prawdopodobieristwo przejscia z danego
punktu do niego samego bedzie wynosilo 0. Stad, skoro miara stacjonarna tego
tanicucha jest miara jednostajna, to rozktad X; nie moze by¢ zbiezny.

Mozna uniknaé takiej sytuacji rozwazajac tak zwany ,leniwy spacer”, gdzie z
prawdopodobieristwem % spacer pozostaje w tym samym miejscu, a z prawdopo-
dobienstwami i przechodzi do jednego z punktow sasiednich.

Definicja 1.12. Niech T'(z) = {t : P'(z,z) > 0}, wowczas NWD{T'(z)},cs na-
zywane jest okresem stanu x. Lancuch Markowa jest nieokresowy, jezeli okres
kazdego stanu wynosi 1.

Lemat 1.13. Jezeli taricuch Markowa jest nieredukowalny, to wszystkie punkty
majq ten sam okres.

Whiosek 1.14. Jezeli taricuch Markowa jest nieredukowalny i istnieje stan x € S,
ktorego okres wynosi 1, to proces jest nieokresowy.

Twierdzenie 1.15. Jezeli {X;}32, jest nieredukowalnym i nieokresowym tancu-
chem Markowa o mierze stacjonarnej w, to istniejg q < 1 ¢ C' takie, ze dla kazdych
r,ye S, neN

|P!(z,y) — 7(y)| < Cq'.

Od tego momentu bedziemy zatem rozwazaé¢ wylacznie tancuchy niereduko-
walne oraz nieokresowe.



2 Metoda czasow silnie stacjonarnych

2.1 Czas silnie stacjonarny

W niniejszym podrozdziale zdefiniujemy czas silnie stacjonarny. W tym celu
potrzebne jednak beda pomocnicze definicje. Wprowadzimy je od najstabszych do
najmocniejszych.

Definicja 2.1. Dla ciagu zmiennych losowych { X;} okreslonych na (2, F, P), zmienna
losowa 7 : Q — {0,1,...,00} jest nazywana momentem zatrzymania (mo-
mentem stopu), jesli dla kazdego ¢ € {0,1,...} istnieje By C Q' taki ze

{r =t} ={(Xo,...,Xy) € B;}.

To znaczy, ze zmienna 7 jest momentem zatrzymania wtedy i tylko wtedy, gdy
funkcja 1.4 jest funkcja wektora (Xo, ..., X¢).

Intuicyjnie, 7 jest ,rozsadna’ regula zatrzymania pewnego procesu, poniewaz
decyzje podejmujemy na podstawie wiedzy z przeszlosci i terazniejszosci, a nie
przysztosci.

Przyktadem momentu zatrzymania moze by¢ instrukcja ,trzymamy akcje spotki
tak dlugo, az ich wartos¢ osiggnie 100 zlotych”. Natomiast momentem zatrzymania
nie bedzie polecenie ,sprzedajemy akcje, gdy po raz ostatni ich wartos¢ przekro-
czy 100 ztotych”, poniewaz nie znamy przysztosci i nie potrafimy w danej chwili
okredli¢ kiedy bedzie ostatni raz.

Aby zdefiniowaé kolejne pojecie, silniejsze niz moment stopu, potrzebne bedzie
pojecie reprezentacji przez losowe odwzorowania.

Definicja 2.2. Reprezentacja przez losowe odwzorowania macierzy stocha-
stycznej P na przestrzeni stanéw S to para (f, Z), gdzie f : S x A — S, a Z jest
zmienng losows przyjmujaca wartosci w A, taka ze

P(f(z,Z) =y) = P(z,y) Vz,y€S.

Jaki jest zwiazek definicji z tancuchem Markowa? Majac rozklad X, oraz
reprezentacje przez losowe odwzorowania mozna skonstruowaé taricuch.

Uwaga 2.3. Jesli Zy, Z, ... to ciag niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie
takim jak Z, a Xy ma rozktad pu, to ciag (Xo, Xi,...) zdefiniowany jako
X, = f(Xy1,%,) dlan>1

jest tancuchem Markowa z macierza przejscia P z rozkladem poczatkowym p.

Mozna sie spotkaé z definicjami, ktore wlasnie ciag (71, Zs, . ..) nazywaja re-
prezentacja przez losowe odwzorowania.



Reprezentacja przez losowe odwzorowania czesto pomaga zrozumieé, jak wy-
glada krok spaceru. Ponadto utatwia formalny zapis. Sprobujemy to zilustrowac
w kolejnym przyktadzie.

Przyktad 2.4. Wr6émy na chwile do przyktadu

Klasyczny spacer po n-cyklu mozna opisa¢ nastepujaco. W kazdym kroku rzu-
camy moneta. Jesli wypadnie orzet, to idziemy do kolejnego wierzchotka zgodnie ze
wskazowkami zegara. Je$li wypadnie reszka - przeciwnie. Dzieki takiemu opisowi
tatwo stworzymy reprezentacje przez losowe odwzorowania takiego spaceru:

A={-1,1}, Z~U(A), f(z,z2)=x+2 (modn).

Jak mozna zdefiniowaé reprezentacje przez losowe odwzorowania dla leniwego
spaceru po n-cyklu? Przyktadowa modyfikacja poprzedniej reprezentacji moze by¢

A={-1,1} x{0,1}, Z~U(A), f(z,(21,22))=x+ 21 22 (modn).

Tym razem dwa razy rzucamy moneta - raz aby zdecydowaé¢ do ktorego wierz-
chotka chcemy sie ruszy¢, drugi raz - aby zdecydowaé, czy chcemy sie do niego
ruszyc.

Twierdzenie 2.5. Dia kazdej macierzy stochastycznej P na skoriczonej prze-
strzeni stanow istnieje reprezentacja przez losowe odwzorowania.

Uwaga 2.6. Dla danego tancucha moze istnie¢ wiele reprezentacji przez losowe
odwzorowania.

Definicja 2.7. Zmienng losowa 7 nazywamy zrandomizowanym momentem
zatrzymania dla taricucha Markowa { X}, jezeli jest ona momentem zatrzymania
dla ciagu {Z;} z reprezentacji przez losowe odwzorowania.

Uwaga 2.8. Ciag {Z;} zawiera wiecej informacji niz {X,}, jako ze {X;} jest funk-
cja {Z;}. W zwiazku z tym moment zatrzymania {X;} jest zrandomizowanym mo-
mentem zatrzymania. Natomiast zrandomizowany moment zatrzymania dla {X;}
niekoniecznie jest momentem zatrzymania.

Z powyzszej uwagi wynika, ze aby udowodnié, ze dana zmienna losowa jest
zrandomizowanym momentem zatrzymania wystarczy udowodnié¢, ze jest momen-
tem zatrzymania (o ile nim jest). W niektorych przyktadach rozdziatu (3| mozna
by z tego ulatwienia skorzysta¢. My bedziemy jednak udowadniaé¢ bycie zran-
domizowanym momentem zatrzymania wprost z definicji, poniewaz definiowanie
reprezentacji przez losowe odwzorowania utatwi formalizacje dowodow.

Definicja 2.9. Niech {X;} bedzie nieredukowalnym lancuchem Markowa z miara
stacjonarng 7. Zmienna losowa 7 nazywamy czasem stacjonarnym dla {X,},
jezeli jest zrandomizowanym momentem zatrzymania (mozliwe, ze zaleznym od
pozycji poczatkowej x), takim ze X, ma rozktad 7, tzn. P, (X, = y) = 7(y).
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Definicja 2.10. Niech {X,} bedzie nieredukowalnym taricuchem Markowa z miara
stacjonarng 7. Zmienna losowa 7 nazywamy czasem silnie stacjonarnym dla
{X}, jezeli jest zrandomizowanym momentem zatrzymania (mozliwe, ze zaleznym
od pozycji poczatkowej ), takim ze

Po(r =1, Xy = y) = Po(7 = t)7(y). (3)

Inaczej mowiac, X, ma rozktad 7, czyli dla t > 7 X; maja rozktad 7 oraz X, jest
niezalezny od 7.

Lemat 2.11. Niech {X,} bedzie taricuchem Markowa z miarg stacjonarng . Jezeli
T jest czasem silnie stacjonarnym dla {X.;}, to dla kazdego t > 0 zachodzi

Po(r <1, X =y) = Po(7 < t)m(y) (4)

Dowdd. Udowodnimy, ze dla kazdego s < t
P.(t=s5X; =y) =P.(r = s)n(y),

co zsumowane stronami po wszystkich catkowitych 0 < s < ¢ da teze.

Zacznijmy od rozpisania lewej strony (s < t).

Pm(Tzs,Xt:y):ZPI(T:s,Xt:y,Xs:z)

ZES

= P(Xi=y|T=5,Xs =2)Pu(r =5,X, = 2)
zES

=Y P (Xi =yt =5, X, = 2)P,(7 = s)7(2).
zES

Skupimy sie teraz na wyrazie P, (X; = y|T = s, X5 = 2).

Niech {Z;} oznacza ciag zmiennych losowych z definicji zrandomizowanego
momentu zatrzymania dla tancucha {X;}, a f jest funkcja z tej definicji.

Poniewaz 7 jest czasem zatrzymania dla {Z;}, to istnieje takie B C A®, ze
{r=s}={(Z,...,Z,) € B}.
Co wiecej, dla catkowitych r, s > 0 istnieje funkcja fr:Sx A" — S, taka ze
KXstr = fr(Xsa Zsi1yen s Zerr‘)-
Mozna ja indukeyjnie zdefiniowaé jako fi(Xs, Zos1) = f( Xy, Zoi1) = Xyp1 oraz
.]Er(Xsa Zla S Zs-l—r) = f(.fr—l(Xsa Zla SR Zs+r—1)7 Zs+7“)~
Korzystajac z tych faktow (dla r = ¢t — s > 0) oraz niezaleznosci wektorow
(Zh ey Zs) i (Zs+17 ey Zt)I
P.(Xi=ylr=sXs=2) =
=P, (fis(Xs, Zot1s- - Z) = yl(Z1, ..., Zs) € B, X, = 2)
=Pu(fios(2, Zos1, ..., Zs) =y|(Z1,...,Z,) € B, X, = z) = P"*(2,y). ()
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Pulr = 5, Xo= 1) = Pulr =) (5 P (i) ) = Palr = 9700),

zZ€S

co konczy dowdd. O

2.2 Metoda czasow silnie stacjonarnych

Celem tego podrozdziatu jest udowodnienie nieréwnosci do szacowania odlegto-
$ci miedzy rozktadami X; oraz 7. Na koniec zdefiniujemy formalnie czas mieszania.

Zacznijmy od wprowadzenia miary odlegtosci dwoch rozktadow, dzieki ktorej
bedziemy mogli oceniaé, jak blisko miary stacjonarnej jest rozktad X;.

Definicja 2.12. Dla dwoch miar probabilistycznych i i v na €2 definiujemy norme
calkowitego wahania

lre = vlizy = max|u(A) = v(A)].

Uwaga 2.13. e Oznaczenie TV bierze sie od stow ,total variation” (po ang.
catkowita zmiennosc).
e QOdleglos¢ miedzy dwoma miarami probabilistycznymi jest rowna maksymal-
nej réznicy ich wartosci przyporzadkowanej pojedynczemu wydarzeniu.
e Wielko$¢ ta przyjmuje wartosci miedzy 0 a 1. Ponadto || — v||7y = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy p = v.

Fakt 2.14. Dla dowolnych miar probabilistycznych na 2 zachodzi

e = vllrv = ; > @) —v(@) = > [u(x) - v(z)]

z€eQ FISIOR
w(z)2v(z)

Dowdd. Ustalmy A C Q oraz B ={z € Q: u(x) > v(x)}. Wtedy
p(A) —v(A) < wW(ANB) —v(ANB) < u(B) — v(B).
Pierwsza nier6wnos$é wynika z wtasnosci miar
p(A) —v(A) = (AN B) —v(AN B) + u(AN B°) —v(AN B°)
oraz z definicji B

wWANB®) —v(ANBY) = > (u(z)—v(z)) <O0.

reANBe

11



Aby uzyska¢ druga nieréwnosé przyprowadzamy analogiczne rozumowanie korzy-
stajac z tego, ze B=(ANB)U(A°NB) i

w(A°NB) —v(A°NB)= > (u(z)—v(z)) > 0.

reA°NB

Zamieniajac w powyzszym rozumowaniu g i v kolejnoscia dostajemy (wtedy
musimy zamieni¢ tez B na B°)

v(A) = u(A) < v(B%) = p(B*) = 1 = v(B) — (1 — u(B)) = u(B) — v(B).
Podsumowujac

|1(A) = v(A)] < u(B) —v(B),
czyli (bo réwnosé dostajemy dla A = B)

lu = vy = p(B) —v(B) = 2;2 [u(x) — v(z)].
n(z)>v(x)

Otrzymaliémy w ten sposéb drugg réownos$é z tezy. Pierwsza réwnosé mozemy
udowodni¢ korzystajac w ostatniej rownosci z faktu, ze

u(B) —v(B) = ;(M(B) —v(B) +v(B) — u(B°)) = Z;) () = v(z)].

Definicja 2.15. Odlegtosé pomiedzy rozktadami X; i 7 zdefiniujemy jako

-—_ t . —
d(t) := max||P(z, ) = 7l|7v.

Twierdzenie 2.16. Jezeli T jest czasem silnie stacjonarnym dla tanicucha Mar-
kowa X; z macierzq przejscia P 1 miarg stacjonarng m, to
d(t) = max || P*(x, ") — 7||ry < mag;Px(T > 1).
TE

€S

Wygodnie bedzie rozbi¢ dowdd tego twierdzenia na dwa lematy. Pomocniczo
zdefiniujmy wielkos¢ s, (t).

Definicja 2.17.

12



Uwaga 2.18. s.(t) to inna mozliwa definicja odlegtosci pomiedzy P'(z,-) i 7. W
literaturze mozna ja znalezé pod nazwa ,separation distance”. Lemat pokazuje
zalezno$¢ miedzy dwiema definicjami dystansu.

Lemat 2.19. Przy zatozeniach takich jak w twierdzeniu |2.16| zachodzi

S.(t) < Pu(1 > 1). (6)

Dowdd. Ustalamy z € S. Wtedy dla dowolnego y € S

Py | PXi=y) | PXi=y 7<)

(v) m(y) m(y)

(7)

Z lematu (bo 7 - czas silnie stacjonarny) prawa strona nieréwnosci wynosi

WP | by pe
1 = 1 —P,(r <t) =Py(r > t).

]

Uwaga 2.20. Dla taiicucha Markowa {X;} z ustalonym punktem poczatkowym
Xy = x oraz dla jego momentu zatrzymania 7 mozemy zdefiniowa¢ punkt po-
stojowy vy jako taki, ze jesli X; = y, to 7 < t. Przyktad punktu postojowego
zaprezentujemy w przykladzie o ,leniwym” spacerze po n - kostce w uwadze [3.19

Latwo zauwazy¢, ze w nierownosci w (7)) (czyli rowniez w (])) réwnosé zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy y jest punktem postojowym dla punktu poczatkowego z.

Mozna udowodnié, ze w powyzszym twierdzeniu dla kazdego taricucha da sie
zdefiniowaé taki czas silnie stacjonarny, ze zachodzi réwnosc.

Lemat 2.21. Przy zalozeniach takich jak w twierdzeniu zachodzi
1P (, ) = wllzy < sa(t),
czyli d(t) < s(t).

Dowdd. Korzystajac z faktu oraz z tego, ze m jest miara probabilistyczna
otrzymujemy

|P!(z,-) = 7y = Yl(y) — Pay)] = Y 7(y) [1 _ PWD]

y€eS, y€eSs, W(y)
Pt (z,y)<m(y) Pt (x,y)<m(y)
pt
<max [1— Ple.y) = 5,(t).
yes (y)

Druga nieréwnos¢ z tezy dowodzimy poprzez naltozenie na obie strony pierwszej
nieré6wnosci maxges. O

13



Oczywiscie nieréwnosci otrzymane w lematach i sktadaja sie na dowod
twierdzenia 2.16l

Na koniec tego podrozdziatu zdefiniujmy czas mieszania.

Definicja 2.22. Czasem mieszania (ang. mixing time) nazywamy taki moment,
gdy odleglos¢ taricucha Markowa od miary stacjonarnej jest odpowiednio mata,
czyli

tmiz(€) = min{t : d(t) < }.

Dla ustalenia uwagi definiuje si¢

bmie =t (7
mix -— tmix 4 .

Czas mieszania to kluczowy parametr, ktory bedziemy badaé¢, poniewaz daje
on odpowiedZ na pytanie, ile krokéw dany spacer musi wykonaé¢, aby mozna byto
uznaé, ze ma rozktad stacjonarny. Przyktadowo, czas mieszania informuje ile razy
musimy potasowac tali¢, aby mozna byto uznac ja za potasowana.

Zauwazmy, ze twierdzenie daje nam metode szacowania czasu mieszania
z gory. Ograniczajac prawa strone nieréwnos$ci w twierdzeniu przez € bedziemy
probowali obliczy¢ optymalne ¢. Nie mamy narzedzi, aby wyznaczy¢ doktadna
wartos¢ ti.(€), jedynie jej szacowanie z gory. W naszych rozwazaniach jest to
jednak informacja wystarczajaca.

3 Przyklady

3.1 Tasowanie kart metoda ,top-to-random”

Definicja 3.1. Rozwazymy nastepujaca (powolna) metode tasowania talii ztozonej
z n kart. Bierzemy karte na gorze i wktadamy ja w dowolne miejsce w talii (na
n mozliwych sposobéw z takim samym prawdopodobienstwem). Czynnosé powta-
rzamy. Proces taki nazwiemy tasowaniem ,,top-to-random”.

Lemat 3.2. Takie tasowanie mozemy utozsamic z taricuchem Markowa takim, ze
S = S, (zbior wszystkich permutacji zbioru {1, ... ,n}). Jest to tancuch niereduko-
walny 1 nieokresowy. Miarg stacjonarng takiego tancucha jest miara jednostajna.

Dowaod. Ustawienia n kart mozemy utozsami¢ z permutacjami n elementowego
zbioru, wiec przestrzenia standéw naszego procesu bedzie S,,. Ustalmy, ze numeru-
jemy karty od szczytu talii.

Latwo zauwazy¢, ze ustawienie kart w czasie t zalezy wylacznie ustawienia w
czasie t — 1. Aby formalnie zdefiniowa¢ macierz P tego lancucha, opiszemy go jako
sktadanie permutacji. Zdefiniujmy

Az{(ll€ ? kﬁl>:k‘€{1,...,n}}.
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Jest to podzbior S, takich permutacji, ktore odpowiadaja mozliwym tasowaniom.
k oznacza numer miejsca, w ktore wkladamy karte z gory.

Teraz juz tatwo zdefiniujemy macierz przejscia P. Dla wszystkich z,y € S,

L jezeli istnieje A € A taka, ze Aoz = v,

P(Z‘,y) = {n

0 w przeciwnym wypadku

Z ustalonego ukltadu kart mozemy przejs¢é do dokladnie n réznych uktadow (bo A
zawiera n roznych permutacji).

Lancuch jest nieredukowalny, poniewaz A jest generatorem grupy S, czyli w
skoniczenie wielu krokach mozna otrzymac kazda permutacje poczatkowego uktadu.
A jest generatorem, poniewaz

L2 kN (12 k1 (k ket
E1 ... k=1 k+1 1 ... k S \k+1 k)
ktore juz w oczywisty sposob sa generatorami.

Jest to taricuch nieokresowy, bo dla kazdego © € S, P(x,x) = +, czyli okres

kazdego stanu jest réwny 1. Jego miarg stacjonarna jest m(y) = &, co wynika z

nh

przyktadu O

Definicja 3.3. Dla { X, } opisanego w lemacie definiujemy zmienng losowa Ty,
S, — {1,2,...,00} jako moment pierwszego ruchu po tym jak karta K znajdzie
sie na szczycie talii.

Twierdzenie 3.4. 7;,, jest zrandomizowanym momentem zatrzymania dla tancu-

cha zdefiniowanego w lemacie [3.2

Dowadd. Najpierw znajdujemy reprezentacje przez losowe odwzorowania dla wspo-
mnianego lancucha. Naturalnym wyborem jest Z ~ U(A) (gdzie A jest zdefinio-
wane jak w lemacie oraz f(x,z) = zouw.

Wtedy
Tiop = min{t : Zy_q o --- 0 Z; jest taka permutacja, ze n przechodzi na 1}.

Poniewaz 1, —y jest funkcjg wektora (Z1,. .., 7Z;), dlatego 7y, jest zrandomizo-
wanym momentem zatrzymania. O

Udowodnimy, ze 7, jest czasem silnie stacjonarnym dla rozwazanego tanicucha.
Bedziemy potrzebowaé¢ do tego ponizszego lematu pomocniczego.

Lemat 3.5. Niech {X;} bedzie taricuchem Markowa zdefiniowanym w lemacie[3.9
Niech K oznacza karte, ktora przed rozpoczeciem tasowania jest na samym dole
talit. Jezeli w danym momencie t oznaczymy liczbe kart pod K jako k, to wszystkie
k! uktadow tych kart sq jednakowo prawdopodobne.
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Dowdd. Intuicyjnie mozna mysle¢ o tym nastepujaco. Gdy pod karta K znajduje
sie doktadnie jedna karta stwierdzenie jest oczywiste. Nastepnie postepujemy in-
dukcyjnie. Zaktadamy, ze pod karta K znajduje sie k kart i wszystkie ich uktady
sa rownie prawdopodobne. W takiej sytuacji uktad kart pod K zmienia jedynie
wlozenie nowej karty pod K. Jezeli nowa karte wktadamy pod K, to w kazde
z k + 1 miejsc z jednakowym prawdopodobienistwem. Czyli rowniez po wlozeniu
nowej karty wszystkie uktady kart pod K sa jednakowo prawdopodobne.

Sformalizujmy te intuicje. Najpierw wprowadzmy dodatkowe oznaczenia:

e T; - czas (liczba ruchéw) dopoki ¢ kart znajdzie sie pod K.
e X} - ciag oznaczajacy k dolnych kart w danym momencie.

o X} - zbior kart z XF.
Chcemy udowodnié, ze dla kazdego k i kazdego t zachodzi

— 1

P (XF=sT, <t <Tp1, XF=35)= R

To znaczy, ze jezeli w danym momencie t mamy k kart pod K (czyli Ty, < t < Tyi1),
to wszystkie ustawienia tych kart sa rownie prawdopodobne.

Krok pierwszy Zauwazmy najpierw, ze dla k = 1 teza jest oczywista. Pod
karta K znajduje sie doktadnie jedna karta, czyli ma ona mozliwe tylko jedno
ultozenie, wiec -

P. (X! =s|Ty <t<Ty, X} =3)=1.

Krok indukcyjny Zaktadamy, ze dla t teza jest prawdziwa i chcemy udowod-
ni¢ ja dla t + 1. Problem rozktadamy na dwa przypadki. Albo w momencie t 4 1
wlozylismy karte nad K, czyli liczba kart pod K sie nie zmienita, albo wlozylismy
karte pod K, czyli liczba kart pod K sie zmienita.

Najpierw rozwazmy przypadek, ze liczba kart pod K sie nie zmienita. To zna-
czy, ze zakladamy, ze t + 1 € [Ty, Ti11) i t € [Tk, Tiy1). Wtedy

P (Xf =s|Ti <t <t+1<Tpy1, XFy =3)

—

=P, (X}, =s|X] =5,T; < t<t+1<Tk+1,Xt+1—s)
Po(XF = s|Ty <t <t+1< Ty, XF =3)
=1 Py (XF = s|T, <t <t+1< Ty, XF = 3)
1

Przejscie (%) wynika z faktu, ze
{Tk t<t+1 <Tk+1}—{Tk t<Tk+1}ﬂ{Zt+1 GB}

gdzie Z;,1 to zmienna zdefiniowana w reprezentacji przez losowe odwzrowania, a
B to taki podzbiér permutacji z A, ze karta z goéry przechodzi nad K, czyli 1
przechodzi na miejsce o numerze mniejszym niz n — k. Zdarzenia {Ty <t < Ty11},
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{XF = s} i {X} = 5} zaleza wylacznie od Zy,...,Z; i Xo, czyli, z niezaleznosci
{Z;}, nie zaleza od Z; .

Rozwazmy przypadek, ze w momencie ¢t + 1 liczba kart pod K sie zmienita.
Tym razem zaktadamy wiec, ze t + 1 € [Ty, Tpy1) i t < Ty, czyli Ty = t + 1.
Ponizej przeprowadzamy rachunek w tej sytuacji. W pierwszym przejsciu wyko-
rzystujemy wzor na prawdopodobienstwo catkowite. Rozbijamy prawdopodobien-
stwo ze wzgledu na to jaka karte z § wkladamy pod K w ruchu t 4+ 1. Karte
ta oznaczamy u. W kolejnym przejsciu wykorzystujemy fakt, ze jezeli ustalimy
u, to istnieje doktadnie jedna permutacja (oznaczona s') zbioru 3\ {u}, taka ze
prawdopodobieristwo przejécia do s jest niezerowe.

Px(‘){f—i—l =s|Ty =t +1, th+1 =5)
:pr(Xt]iLl = S»th_l =s\{u}|Tp =t + 1>Xf+1 =3)

ucs
=N P(Xf =5, X =8\ {ub, X} =5 Th =t + 1, X}, =3)
ucs
=N PXf =T =t + 1, X =5, X =5, X =50\ {u})
ue/s\
P (X =S T =t+ 1, X}, =5, X =3\ {u})
P(XF =8\ {u}|Tx =t +1, X[, =3)
(0) 1 1 /? R — R ]_
e RN e
UuUESs

Przejscie (¢) wykorzystuje podobna obserwacje jak rachunek (), czyli

{Tk =1+ 1} = {Tk_l <t < Tk} N {Zt+1 S BC}

Zdarzenia {T}_; < t < Ti.}, {X[t = '}, {X[7 =5\ {u}}, {X}\, = 5} zaleza
wytacznie od Xy, Z1, . .., Z;. Zatem z niezaleznosci { Z;} otrzymujemy niezaleznosé
wspomnianych zdarzen od Z;.4, czyli

P (X =8 |Th=t+ 1, X}, =8 X' =58\ {u}) =
=P (X[ = |Teq <t < Ty, Zipa € B, Xy = 8, X7 =5\ {u})

P (XF ' = 5| Ty <t < Tp, XEy =5 XF 1 =5\ {u}).

—

Nastepnie zauwazmy, ze znajac s oraz § \ {u} wiemy jakie bedzie X[ ;. Zatem

P (X; 7 = 5/|Tk—1 <t < Ty, Xty =3, Xit=35\{u}) =
1

:IP’x(th_l = S,|Tk—1 <t < Ty, XF' =35\ {u}) = (k—1)I

Teze otrzymujemy korzystajac ze wzoru na prawdopodobieristwo catkowite
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P(X[, =sTp<t+1< Tk+1,Xt+1 =3) =

/\

+ P, (Xt+1 =s|Te=t+1 Xt+1 =3)

-P, (t<Tk|Tk t+1<Tk+1,Xt+1—S)

1 ——
— E(Pm(Tk SHTL <t +1< Thpr, XFy = 3)
— 1

+P(t < Ti|Th <t +1< Ty, Xfoy = s)) =

O

Twierdzenie 3.6. 73, jest czasem silnie stacjonarnym dla taricucha zdefiniowa-

nego w lemacie [3.3.

Dowdd. Poniewaz n— 1 dolnych kart definiuje caty uklad talii oraz T, _; = 7y0p — 1,
to teza lematu dla £k =n — 1 daje nam
1
(n—1)V
gdzie U, to zmienna losowa oznaczajaca gorna karte w momencie ¢ (w naszym przy-

padku karte K). Czyli, w momencie 7 — 1, gdy K jest na szczycie talii, wszystkie
uktady pozostatych kart sa réwnie prawdopodobne.

Pw(Xt—l = S|t = Ttop — 17 Ut—l = U) =

Pozostaje zatem pokazaé, ze skoro karte K wkladamy w kazde miejsce z row-
nym prawdopodobienistwem, to wszystkie uklady talii sa jednakowo prawdopo-
dobne. Przeprowadzimy w tym celu podobne obliczenia jak w dowodzie lematu
. Niech s  oznacza jedyna permutacje 5\ {u} taka, ze prawdopodobienstwo
przejscia z s do s jest niezerowe.

P.(X; =s|t =7)
= Z P.(Xy=slt=7,X; 1= s, Up_q = w)
ue{l,...,n}
. ]P)m<Xt,1 = S/‘t =T, Ut,1 = U) . Px(Ut,1 = u\t = 7')
1 1 1
-y L nw—dt=n =L =),
L (n—1)! n!

Mnozac stronami przez P,(t = 7) dostajemy warunek z definicji czasu silnie sta-
cjonarnego. To, potaczone z poprzednim lematem, konczy dowod. O

Twierdzenie 3.7. Dla taricucha zdefintowanego w lemacie zachodzi

dinlogn+cn) <e ¢ dlac>0,n>2, (8)
d(nlogn + c,n) “—>1  dla ¢, — —o0. 9)

18



Dowdd. Aby udowodnic , bedziemy chcieli pokazaé, ze T, (dalej nazywane 7)
ma taki sam rozktad jak inna zmienna losowa.

Na poczatek zauwazmy, ze
T=T+ (T —T)+ -+ (T —Th2) + (7= Th),

gdzie T; oznacza czas (liczbe ruchow) dopoki ¢ kart znajdzie sie pod K. Wtedy
T; —T;_1 ma rozklad geometryczny z prawdopodobieristwem sukcesu % Sukcesem
w tym rozktadzie jest wtozenie i-tej karty pod K w momencie, w ktérym pod nig
znajduje sie ¢ — 1 kart. Czyli mozemy ja wlozy¢ na i z n sposobow. Z definicji 7
mamy 7 — T,,_; = 1. Co wiecej, wszystkie réznice w sumie sa niezalezne. Stad

Ttopre()(l)+Geo<i>+---+Geo<n_1)—I—l.

n n

Teraz rozwazmy znany problem kolekcjonera kuponéw. Przypuéémy, ze w urnie
znajduje sie n roznych kul. Losujemy je ze zwracaniem. Jako V' oznaczymy liczbe
losowani dopoki kazda kule wylosujemy co najmniej raz. Pokazmy, ze zmienna V'
ma taki sam rozktad jak zmienna 7. V' moze by¢ zapisane jako

v:Vn:(Vn_vn—1)+<vn—1_vn—2)++(Vv2_‘/1)+‘/17

gdzie V; oznacza liczbe losowan dopoki wylosujemy co najmniej raz doktadnie ¢
kul. Wtedy V; — V;_; jest czasem oczekiwania na wylosowanie i-tej nowej kuli, po
tym jak wylosowaliémy ¢ — 1 réznych kul. Zmienna taka ma rozktad geometryczny
z prawdopodobienistwem sukcesu #, gdyz kazda z n — (i — 1) kul jeszcze nie
byla wylosowana, wiec moze by¢ nowa kula. Znowu réznice sa niezalezne. Stad
dostajemy, ze

VNGeo(n_1>+Geo<n_2>+--~+Geo(1)—i—l,

n n n

czyli 71V maja taki sam rozktad.

W kolejnym kroku, dla kazdej kuli b zdefiniujmy zdarzenie A, ,,b nie zostalta
wylosowana w pierwszych m losowaniach”. Wtedy

P(V > m) =P (UAb> <YEA) =Y (1-2) =a(1-2) <nemn

Stosujac powyzsza nierownosé dla m = nlog n+cn, korzystajac z twierdzenia|2.16
oraz faktu, ze T nie zalezy od X (z tego jak jest zdefiniowane) otrzymujemy

—C

d(nlogn + cn) < meag{IP’I(T >nlogn+cn) =P(r > nlogn+cn) <e

Przechodzimy do dowodu (). Poniewaz d(m) < 1, wiec wystarczy znalezé
odpowiednie oszacowanie z dotu. Ustalmy taricuch {X:}, taki ze X, = z. Dla
dowolnego j rozwazmy j dolnych kart z z. Zdefiniujmy zbior A; ustawien talii kart
takich, dla ktorych porzadek ustalonych j kart jest taki sam jak w z. To znaczy
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moga by¢ jakie§ karty miedzy nimi, ale ich kolejnosé wzgledem siebie pozostaje

o, . ! . . .

taka sama. Oczywiscie |A4;| = % Pokazemy, ze dla m = nlogn + c,n, gdzie
n—oo .

¢, —— —o0 zachodzi

1<5< Aj
SYAS e J yEAj .

m 1 n—o00
d(m) > max (max > P™(z,y) — j'> 7. (10)
Nieréwnosé w wynika z prostego rachunku. Dla kazdego ustalonego j oraz
dowolnego t zachodzi

d(t) = max || P*(x, ) — 7||py = max Z [P'(z,y) — 7(y)]
TES €S er
Pt(z,y)>7(y)

>max Y, [P'(z,y) —7(y)] > max {Pt(:v,y) - ;,]

TEA, ZEA;
J yEA]-, ’ yEAj

Pt (z.y)>7(y)
1 1
— t _ | = t —
=max Y P'(z,y) 14| = max > Pl(z,y)

."
TCA; yeA, j yeA; J-

Aby udowodni¢ zbieznosé w ([10) wprowadzmy pomocnicze oznaczenie

Yin = max > P™(z,y).

T yeA;
Teraz udowodnimy, ze dla ustalonego j
Yin 2 Pu(r —Tj_1 >m) =5 1. (11)

To zakonczy dowdd zbieznosci, poniewaz bedzie stad wynikato, ze Y;,, — 1, jako
ze Y;, < 1. Mozemy wtedy dla ustalonego ¢ > 0 wzia¢ takie jo, ze ﬁ < ¢e/2, a
nastepnie tak duze ng > jo, ze

Yn > ng ‘on,no - 1‘ <eg/2

Wtedy dla kazdego n > ng

1 ) 1 1
max (Y}-,n—j!>—1|— min (1_}/}’n+j!> <1_Y}0,ﬂo+ﬁ<5'

1<isn 1<isn

Aby wykaza¢ nieréwnos¢ z (11)) rozwazmy rozklad zmiennej 7 — T);_;. Jest to
czas liczony od momentu, w ktéorym pod K znajduje sie j — 1 kart do momentu
wlozenia K w talie. Czyli jest to czas, dopoki j-ta karta od dotu talii przejdzie
na gore i zostanie wlozona w tali¢. A zatem, jezeli nie mingt moment 7 —Tj_;, to
pierwotne j dolnych kart nadal jest w tej samej kolejnosci (i nigdy nie przestato
by¢). Czyli, jesli 7 — T;_; > m, to spacer co najmniej do momentu m jest caly
czas w A;. Korzystajac z tego, ze

TEA; yed,
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otrzymujemy nieréwnosé z ((11)).
Pozostaje udowodni¢ zbieznosé z (11f). Udowodnimy, ze P(1 —Tj_; < m) — 0.

Postuzy nam do tego ostabiona wersja nieréwnosci Czebyszewa

Var(Z)

a?

P(Z <EZ—a) < dla a > 0. (12)
Zmamy rozktady T; — T;_q, stad

N Var(T-T,) = _n.n

1
E(T, —T;_,) = - =
( 1) )

K p? IR
czyli
E(r—T;—41) = Z? =nlogn + O(n),
i=j
“n? n
Var(t = Tj_1) =Y a T O(n?),

i=j
gdzie w obu réwnosciach skorzystaliSmy z tego, ze

n

1 1
Zf =logn+~+0 ()
i=1" n

1
Biorac zatem (12)) dla

Z=1—-T,.1y oraz a=EZ-m=0(n)—cn=>0bn (b, — +00)

oraz w drugiej z tego, ze Y. =5 < 00.

otrzymujemy

2
P(T—Tj1<m)<0(n>20<1>ﬂ>0.

b2n? b2
Co koniczy dowdd drugiej czesci. O

Uwaga 3.8. Problem rozwazony w pierwszej czesci dowodu nazywa sie ,,problemem
kolekcjonera kuponéw”. Urne z kulami mozemy potraktowac jako loterie z nieskon-
czong liczba kuponéw n rodzajow. Celem kolekcjonera kuponéw bedzie zebranie
chociaz jednego kuponu z kazdego rodzaju. W takim mys$leniu zmienna V' bedzie
oznaczala, ile kuponow kolekcjoner musi kupié, zeby tego dokonaé.

Whiosek 3.9. Wstawiajgc ¢ = log (¢71) do (8)) z twierdzenia otrzymujemy
d(nlogn +log (s ')n) < ¢,

czyli
tmiz(€) < nlogn + log (e 1)n.

Wiec dla standardowej talii kart (n = 52)
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Whniosek 3.10. 7 @ wynika w szczegolno$ci, ze dla kazdego € istnieje tak duze
a, ze dla duzych n
d(nlogn —an) > 1—¢,

czyl
tmiz(€) = nlogn — an.

3.2 ,Leniwy” spacer po hiperkostce

Definicja 3.11. n-wymiarowa hiperkostka nazywamy graf, ktérego wierzchot-
kami sa ciagi binarne dtugosci n, czyli elementy zbioru {0, 1}". Dwa wierzchotki
sa potaczone krawedzia jezeli r6znia sie na doktadnie jednej wspotrzedne;j.
Definicja 3.12. ,Leniwym” spacerem po n-wymiarowej hiperkostce be-
dziemy nazywaé taki tancuch Markowa {X,}, ze S = {0, 1}" oraz
s jezeli y=u,
P(z,y) = {5, Jezeli3lj € {1,....n} (j) # y(j),

0  w przeciwnym wypadku.

Co oznacza, ze w danym kroku z prawdopodobienstwem % spacer pozostaje w
punkcie, w ktoérym sie znajduje, a z prawdopodobieristwem % przechodzi do kto-
rego$ z n sasiadujacych wierzchotkow.

,Leniwy” spacer dla n = 3 ilustruje ponizszy graf (Rysunek 2).

(1) ——{0)
i
@@

1/2

Rysunek 2: 3-wymiarowa hiperkostka i przyktadowe prawdopodobienstwa przejscia

Uwaga 3.13. ,Leniwy” spacer po kostce jest nieokresowy, bo P(x,z) = % Jest tez
nieredukowalny, poniewaz z kazdego wierzchotka da sie doj$é¢ do kazdego innego.
Jego miarg stacjonarna jest miara jednostajna.
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Uwaga 3.14. Mozna sie zastanawia¢, dlaczego rozwazamy ,leniwy” spacer po n-
kostce, a nie klasyczny, czyli taki, ze z prawdopodobieristwem % przechodzimy do
jednego z sasiednich wierzchotkéw. Podobnie jak w przypadku spaceru po n-cyklu,
klasyczny spacer po hiperkostce jest okresowy z okresem kazdego wierzchotka row-
nym 2. Wynika to z faktu, ze w t-tym kroku liczba jedynek w X; ma te sama pa-
rzystosé co t, czyli do punktu wyjsciowego da sie wrocic¢ jedynie w parzystej liczbie
krokow. Okres rowny 2 wyklucza zbieznoéé taricucha do miary stacjonarne;j.

Uwaga 3.15. Popatrzmy na ten proces troche inaczej. Przejscie do sasiada (z
prawdopodobieristwem ﬁ) powoduje zmiane wartosci na jednej ze wspotrzednych.
Mozna zatem inaczej skonstruowac¢ ten sam proces. Najpierw wylosowac jedna ze
wspotrzednych, a nastepnie rzucié¢ moneta czy te wspotrzedna zmieni¢ czy nie.
Czyli proces mozna zdefiniowa¢ przy pomoca zmiennej

Zt = (jt7 Bt) ~ U({17 2, e ,n} X {O, 1})
7 moéwi, ktora wspotrzedna rozwazamy, a B czy ja zmieniamy.
Ta obserwacje wykorzystamy do zdefiniowania czasu silnie stacjonarnego dla
spaceru po hiperkostce.

Twierdzenie 3.16. Dla ,leniwego” spaceru po n-wymiarowej hiperkostce czasem
silnie stacjonarnym jest zmienna losowa

Ti=min{t > 0: {j1,..., 5} ={1,...,n}t},

czyli jest to pierwszy moment, w ktorym wylosowalismy kazdg wspotrzedng.

Dowod. Uwaga |3.15| sugeruje reprezentacje przez losowe odwzorowania dla tego
tanncucha Markowa

Zy=(ji,B;) Z; ~U({1,2,...,n} x {0,1})

fl(x1, 22, ..o 20), (4,0) = (x1, ..., 2 +2 b, ..., 2p).
Z definicji 7 zdarzenie {7 = t} zalezy wylacznie od {j,...,J:}, czyli 7 jest czasem
zatrzymania dla Z;. Zatem jest zrandomizowanym czasem zatrzymania wyjscio-
wego tancucha.

Aby udowodni¢, ze T jest czasem silnie stacjonarnym, zauwazmy, ze skoro w
momencie 7 wylosowaliémy juz kazda wspolrzedna, to X, przyjmuje z réwnym
prawdopodobienstwem warto$¢ 0 lub 1 na kazdej wspotrzednej. Wynika to z faktu,
ze po wylosowaniu danej wspotrzednej przyjmuje ona wartosé¢ 0 lub 1 z réwnym
prawdopodobienstwem. A 7 jest momentem poézniejszym niz momenty wylosowa-
nia kazdej wspotrzednej po raz pierwszy.

PrzeprowadZzmy formalne uzasadnienie. Niech 7; oznacza moment, w ktorym
po raz pierwszy wylosowalismy i-ta wspotrzedng. Dodatkowo, niech X! oznacza
1-ta wspotrzedna punktu, w ktérym jestedmy w momencie t. Wtedy

; 1
P(X} =ylt =7) = 5.

Co wiecej, rownosé ta zachodzi rowniez dla wszystkich ¢ > 7;, co mozna udowodnié
indukcyjnie.
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e Dla ¢t = 7; zachodzi.
o Jezeli teza zachodzi dla jakiego$ t = T > 7;, to zachodzi réwniez dla ¢ + 1,
poniewaz

]P)x(XtiH = y]t = 7'@') =
=P, (Xi =yl Xy =yt =7) Pu(X{ =ylt =)
+ Py (XZ+1 =yl Xi=y+21,t=7) P(X; =y +2 1|t =73)

=— ( t+1 — y‘jtﬂ :i,Xti :y,t:Ti) .[P)l,(jt+1 ZZ‘XZ :y’t:n)
t+1 =yl 4, X} =y, t =7) - Po(Jour Z 1| X] =y, t = 7))
+

=Yl =6 X =y Lt=7) P(ju =i|X] =y +2 1,t =7)

)P
=yl AL X =yt Lt =7) Po(ferr #i|X] =y+21,t = Tz))

1(1 1_1_1 n—1+1 1+0 n—1>
22n n 2 n n a

(
P.(X;
P, (X;
P, (X;

1

5

Do zakonczenia dowodu musimy jeszcze skorzystaé¢ z niezaleznosci wszystkich
wspotrzednych od siebie. Wtedy

P (X, =ylt=7)=P (X} =yt =7).. P(X=y"|t =7) = — = 7(y).

Uwaga 3.17. Zmienna 7, zdefiniowana w [3.16], jest przykladem zrandomizowanego
momentu zatrzymania, ktory nie jest momentem zatrzymania. Spostrzezenie to
jest intuicyjne. Zauwazmy, ze obserwujac jedynie zachowanie spaceru nie jeste$my
w stanie powiedzie¢ kiedy dochodzimy do 7. Dzieje sie tak, poniewaz w danym
momencie, jezeli spacer si¢ nie rusza, to nie wiemy, ktora wspotrzedna wylosowat.
Hipotetycznie mogto by si¢ zdarzy¢ nawet tak, ze spacer do momentu 7 statby w
tym samym miejscu co na poczatku.

Twierdzenie 3.18. Dla ,leniwego” spaceru po hiperkostce
d(nlogn +cn) < e™¢

czyli
tmiz(€) < nlogn + log (¢~ 1)n.

Dowad. Tres¢ twierdzenia jest podobna do pierwszej czesci twierdzenia (3.7}, zatem
wykorzystamy jej dowod. Przypomnijmy, ze rozwazaliSmy tam problem kolekcjo-
nera kuponoéw (losujemy ze zwracaniem n roznych kul) oraz zmienna V', czyli liczbe
losowarni, dopoki kazda kule wylosujemy co najmniej raz. Utozsamiajac {j1, ..., jn}
z definicji 7 z kulami z problemu kolekcjonera otrzymujemy, ze 7 i V maja taki
sam rozktad. Obydwa sg pierwszymi momentami, w ktérych wylosujemy wszystkie
elementy, a losowania te sa niezalezne i prawdopodobienstwo wylosowania kazdego
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elementu jest takie samo. Co wiecej, 7 jest tak zdefiniowane, ze nie zalezy od X.

Czyli

[

d(nlogn + cn) < machPz(T >nlogn+cn) =P(r > nlogn+cn) <e”
re

Druga czeS¢ tezy wynika z pierwszej, co zostalo uzasadnione we wniosku [3.9] O

Uwaga 3.19. Wroémy do uwagi w ktorej definiowaliSmy punkt postojowy.
Jest to taki punkt dla spaceru {X;} z punktem poczatkowym Xy = x, ze jezeli
znajdujemy sie w tym punkcie, to na pewno mingl juz moment 7. W przypadku
spaceru po kostce takim punktem jest ten naprzeciwko x, tzn. taki, ze ma wszyst-
kie wspotrzedne inne niz z. Na przyklad, jezeli z = (0,...,0), to (1,...,1) jest
punktem postojowym.

3.3 ,Leniwy” spacer po cyklu o 2" wierzcholkach

Teraz rozwazymy tancuch zdefiniowany w przyktadzie [1.11} Jednak ograni-
czymy sie jedynie do przypadkéw, gdy n = 2F. Przypomnijmy definicje.

Definicja 3.20. Lancuch Markowa, taki ze S = Z,, = {0,1,...,n — 1}, a macierz
przejscia to

T gdyk=j+1 (modn),
1 _

P(k) =2 gdyk‘:]‘ (mod n),
7 gdyk=j—-1 (modn),
0 w przeciwnym wypadku,

bedziemy nazywac ,leniwym” spacerem po cyklu Z, (n-cyklu).

Definicja 3.21. Okreslamy rekurencyjnie zmienng losows 73 : Zor — {0, 1,...00}
dla ,Jeniwego” spaceru {X;} po 2*-cyklu w nastepujacy sposob

e 7= ]-7
o 7,11 =1, + 1, gdzie zmienne Tj, T}, ... definiujemy réwniez rekurencyjnie

—TOIO

— T = t1, gdzie t; jest czasem, po ktorym spacer zrobit dwa kroki, takie
ze w kazdym zmienit punkt,

— Tj41 =T + tj41, gdzie t;44 jest czasem, po ktérym spacer zrobit dwa
kroki, takie ze w kazdym zmienil punkt po czasie Tj.

Fakt 3.22. 1 jest zrandomizowanym momentem zatrzymania dla ,leniwego” spa-
ceru po 2F-cyklu.

Dowdd. Przypomnijmy przyktad gdzie znalezlismy przyktadowa reprezentacje
przez odwzorowania losowe dla ,leniwego” spaceru po n-cyklu. Jest to

Z=(5,B)~U({-1,1} x {0,1}) i f(z,2)=2+j-B mod 2"
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Zauwazmy, ze T, to czas, po ktérym spacer zrobit 2 - 7; krokéw, takich ze zmienit
miejsce. O tym, czy w kroku ¢ spacer zmienit miejsce, informuje zmienna B;. Czyli
Tr mozna zdefiniowaé¢ indukcyjnie przy pomocy Z; w nastepujacy sposob

e 7 = ]-7

e 7,1 = min{t : w ciagébw By, ..., B; 1 znajduje sie 2 - 7; wartosci 1}.
Poniewaz 1(;—y zalezy wylacznie od wektora (7, ..., Z;), wiec 7 jest zrandomi-
zowanym momentem zatrzymania. O

Twierdzenie 3.23. 7 jest czasem silnie stacjonarnym dla ,leniwego” spaceru po
2F_cyklu.

Dowod. Dla utatwienia rachunkéow bedziemy rozwazaé¢ wyltacznie spacery takie,
ze Xo = 0. Kazdy spacer mozemy utozsamié ze spacerem zaczynajacym sie w 0,
obracajgc odpowiednio cykl.

Skorzystamy z poprzedniego faktu. Zeby udowodnié¢, ze T jest czasem silnie
stacjonarnym potrzebujemy zatem jeszcze wykazaé, ze

]P(Tk - t7 XTk = y) = ]P(Tk - t)]P)(XTk - y>

Postuzymy sie metoda indukcji matematycznej wzgledem k.

Krok pierwszy Rozpatrujemy sytuacje, gdy k = 1, czyli spacer odbywa si¢
po Zy. Wiemy, ze 7, = 1. Stad

d =0 1
BVY=T 2 — P = n(y),

Pin=1,X1=9y)= =
(11 1=Y) { odyy=1 2

N N

adlat#1
Pin=t,X,=y)=0=P(n =t)n(y).

Krok indukcyjny Zaktadamy, ze zmienna 7 jest czasem silnie stacjonarnym
dla spaceru po Zgx, a chcemy pokazaé, ze zmienna 75,1 jest czasem silnie stacjo-
narnym dla spaceru po Zgk+1.

Zauwazmy, ze { X7, };>0 jest ,Jeniwym” spacerem po wierzchotkach parzystych
grafu Zyr+1. Po pierwsze, spacer ten zawsze znajduje sie w wierzchotku o indeksie

parzystym (zaczynamy z 0, a z T; do T;,; zmieniajac wierzchotek 2 razy mozemy
przejsé jedynie do parzystego). Po drugie, dlatego ze z prawdopodobieristwem %
ten spacer zostaje w miejscu, a z prawdopodobienistwem i przechodzi do ktoregos

z parzystych sasiadéw. Dzialania y & 1 rozumiemy jako modulo 2*.

P(Xr, =yl Xy, , =y) =
=P(Xr, =y, Xpo1 =y + 1 Xg,_, = y)
+P( Xy, =y, Xpa =y — 1| X, =)
=P Xq, =yl Xn1=y+1,Xg,_, =y) P(Xp,1 =y +1|Xg_, =)
+ IP>(X:r; = leTi—l =y—1,Xg_, = y) ) P(XTi—l =Yy—- HXTH = y)
1 1 1 1 1
2272373
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W rachunku korzystamy z tego, ze ze wzgledu na definicje T} spacer miedzy mo-
mentami 7} i T;11 — 1 oraz momentami 7;,1 — 1 i T;,; musi si¢ gdzie§ ruszyé¢. W
zwigzku z tym, na przyklad jezeli w momencie T; byliSmy w y, to w momencie
T;+1 — 1 mozemy byé¢ w y + 1 albo w y — 1. Ze wzgledu na symetrie otrzymujemy

PXr, =y —1Xg_, =y) =PXn, =y +1|Xg_, =y) =

Analogiczny rachunek przeprowadzamy dla P(X7p, = y + 2|Xr,_, = y) oraz
P(X7, =y — 2| X7, =vy). Przykladowo przeprowadzmy pierwszy z nich.

P(XTi =y+ 2’XT171 = y) =
:P(XT@' =Y+ 2, XTi_l =y+ 1|XT1'71 = y)
:P(XTz =y+ 2|XT7;—1 =y+ 17 XTi—l - y) ' P(XTi—l =y+ 1|‘XT1'—1 - y)
1 1

1

D |
DO |

A zatem, skoro {Xr;} jest ,leniwym” spacerem po cyklu o 2% wierzchotkach,
to 7 jest jego czasem silnie stacjonarnym. Czyli 17, jest czasem silnie stacjonar-
nym dla spaceru {X,;}. Stad, w momencie 7}, rozklad Xr. jest jednostajny na
parzystych wierzchotkach Zok+1 oraz

1
Policzmy P(X; = y|t = 7,41). Dla y parzystego Xp musialo by¢ w y. Stad

P(X; = y[t = 1) =
= ]P)(Xt =y, X1 = Z/‘t = Tk+1)
=P(X,=y[X; 1 =yt — 1 =T, )P(X,_y =ylt —1=T,,)

. P(Xy = y|Xio1 = y)P(Xp = ylt =1 =T,

1 1 1
:5.27:%:“@,

gdzie przejscie (x) wynika z rachunkow w dowodzie lematu dla s=1¢—1.
Dla y nieparzystego X1, musialo by¢ w y + 1. Czyli

P(X; = y[t = 411) =
=P(Xy =y, Xs 1 =y+1lt=711) + P(Xs =y, X4 1 =y — 1|t = Tks1)
=P(X; =y|Xis1 =y + Lt =1)P(Xyim1 =y + 1|t = Tpya)
+P(X; =yl X1 =y — Lt =71 1)P( X4y =y — 1t = Ty1)
=P(Xy =y| X1 =y + DP(Xiy =y + 1)t =1 =T
+PXi =yl Xim =y - DP(Xem =y - 1[t =1 =T}
1 1 1 1 1
=t T )

Co koniczy dowod. O
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Do znalezienia czasu mieszania dla ,leniwego” spaceru po n-cyklu uzyjemy
technicznej wtasnosci, nazywanej tozsamoscia Walda.

Lemat 3.24. (tozsamosé Walda) Niech {Y;} bedzie ciggiem niezaleznych zmien-
nych losowych o takich samych rozktadach takich, ze E(|Y;|) < co. Niech T oznacza
moment zatrzymania dla tanicucha {Y;}. Wtedy

(ZYt> = E(7)EY;.

Dowdd. Zauwazmy, ze jezeli T jest momentem zatrzymania dla ciggu {Y;}, to
zmienne lg;>p 1 Y; sg niezalezne. Poniewaz 7 jest momentem zatrzymania dla
{Y;} to, istnieje takie B;_; C Q71 ze

{rz2ty={r<t—-1}°={(V1,...,Yi_1) € B.1}".
Poniewaz Y; jest niezalezne od wektora (Y7,...,Y;_1), to powyzszy rachunek po-
kazuje, ze {T > t} i Y; sa niezalezne.

Z tej niezaleznodci oraz twierdzenia o zbieznosci monotonicznej otrzymujemy

E (Z |n|1{7>t}> =) E (m,l{@t}) =Y E(Y)P(r>1)
t=1 = P

= E(MDZP(T > t) = E([V1[)E(7) < oo. (13)

Skad dzieki ((13)) oraz
’ Z}/vt]‘{7>t}‘ |Y;5|1{T>t}7
1

t=

mozemy zastosowaé twierdzenie o zbieznosci zmajoryzowanej

E (i m{@t}) = > E(Yiz0) = S E(DR( > 1) = E(TE()

Na koniec zauwazmy, ze

Y= Yilgsy,
t=1

t=1

skad otrzymujemy

E (é Yt) =E (iytl{@t}) = E(Th)E(7).

Twierdzenie 3.25. Dla 1, zdefiniowanego jak w zachodzi

24’

4—1
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Dowdd. Aby to udowodni¢ pokazemy, ze

skad juz tatwym rachunkiem otrzymamy
k=1
E(re) =4(...(4(An +1)+1)...)+1=> 4"
i=0

Zauwazmy, ze (stosujemy podobna metode jak w pierwszej czesci dowodu twier-

dzenia
th=Y1+ (t1 — Y1),

gdzie Y] jest czasem dopoki spacer zrobit pierwszy krok, taki ze zmienit punkt.
Zmienne Y] i t; —Y] maja taki sam rozklad, czyli geometryczny z prawdopodobieri-
1

stwem sukcesu réwnym i + i = 5 (sukcesem jest ruszenie si¢ do ktéregokolwiek

sasiedniego punktu). W zwiazku z tym E(Y)) = E(t; — Y1) = 2, czyli
E(t) =E(Y1) + E(t, — Y1) =4.

Poniewaz {t;} sa zmiennymi niezaleznymi o jednakowych rozktadach, to E(¢;) = 4.
Z konstrukeji 7,1 jest momentem zatrzymania dla {¢;}. Mozemy zatem skorzystac
z tozsamosci Walda

E<Tk) = E(Tkal + 1) = ]E<T7'k—1) +1= ]E(tkal + 7571671—1 Tt tl) +1
= ]E’(kal)]EOfl) + 1 = 4 . ]E(kal) + 1

Whniosek 3.26. Dla ,leniwego” spaceru po cyklu Zox

4% —1
tmiaz < .
() <=

Dowdd. Stosujac twierdzenie[2.16] niezaleznos¢ 7 od Xy, nier6wnos¢ Markowa oraz
poprzednie twierdzenie otrzymujemy

E 4k — 1
d(t) < mggd?’x(r >t)=P(r >1t) < (tT) _ ’

3t
4k -1

d <e.
()=

czyli
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3.4 Tasowanie ,riffle shuffle”

Na koniec zajmiemy sie tasowaniem kart o nazwie ,riffle shuffie”. Metoda ta
jest popularna w kasynach ze wzgledu na mate prawdopodobienstwo ujawnienia
kart podczas tasowania. Przebiega ono w nastepujacy sposob. Dzielimy karty na
dwie mniej wiecej rowne cze$ci. Nastepnie bierzemy w kazda reke jedna czesé i
uwalniamy karty po kolei, tak aby spadaly na stél mniej wiecej naprzemiennie z
kazdej reki. Na koniec karty taczymy w jedng talie.

Uwaga 3.27. Podobnie jak tasowanie ,top-to-random” tasowanie ,rifle shuffle” be-
dziemy utozsamiac ze spacerem po grupie permutacji n kart, czyli S,,. Znowu karty
ponumerujemy od gory talii.

Aby zdefiniowa¢ model matematyczny tasowania ,riffle shuffle”, postuzymy sie
nastepujacym lematem.

Lemat 3.28 (model Gilberta-Shannona-Reedsa). Nastepujace 3 opisy dajg ten
sam rozktad prawdopodobienstwa na grupie permutacyi kart:

1. Wylosuj k z rozktadu dwumianowego Bin(n, %) t podziel talie n kart na 2

czesci: k in — k elementowq (biorge gorne k kart do pierwszej cze$ci). Na-

k
grupy we wszystkich kartach (wazne, zZe nie zmieniamy ustawienia kart w

czesciach wzgledem siebie).

stepnie wybierz jednostagnie jedno z ( ) mozliwych ustawien kart z prerwszej

2. Podziel talie na dwie czeSci tak jak w opisie powyzej. Przypusémy, zZe pierwsza
czesé kart jest w lewej rece, druga w prawej. Uktadaj z nich jedng talie w
nastepujgcy sposob. Jezeli w danym ruchu masz L kart w lewej rece, a P w
prawey, to wyktadasz karte z gory stosu z lewej reki z prawdopodobienstwem

a karte z gory stosu z prawej z prawdopodobienstwem LJ%P.

_L_
L+P’
3. (Tasowanie odwrotne) Opiszemy jak wykonac czynno$é odwrotng do tasowa-
nia ,riffle shuffle”. Potoz karty koto siebie grzbietami do gory. Kazdej karcie
(niezaleznie) przypisz liczbe 0 lub 1 (mozesz w tym celu rzucié monetq dla
kazdej z nich). Wez wszystkie karty zaetykietowane numerem 0 (nie zmie-

niajgc ich utozenia wzgledem siebie) i ustaw je na gorze talii.

Uwaga 3.29. Odpowiedzmy na pytanie, dlaczego metoda (3) jest czynnoscia od-
wrotng do tasowania ,riffle shuffle”. Rozwazmy permutacje kart otrzymana poje-

dynczym tasowaniem
1 2 ... n
ay asz ... Qp .

Wtedy ciag aq,...,a, ma co najwyzej dwa podciagi rosnace. Kazdy z podcia-
gow otrzymujemy z jednej z czesci, na ktére wczesniej podzielilismy talie. Jak
przeprowadzi¢ czynnos¢ odwrotna? Nalezy przypisac etykiety ,,0” elementom pod-
ciagu zaczynajacego sie od 1, a etykiety ,1” pozostalym elementom. A nastepnie
elementy z numerem 0 wyjac¢ i da¢ na poczatek talii.
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Formalnie zdefiniujemy, co to znaczy by¢ spacerem odwrotnym. W dowodzie
pokazemy, ze opis (3) zadaje spacer odwrotny do spaceru zadanego w opisach (1)

i(2).

Definicja 3.30. Niech {X;} bedzie spacerem na grupie G generowanym przez miare
probabilistyczng v. Miara odwrotng do tego tanicucha bedziemy nazywaé¢ miare
v, taka ze

v(g)=vig™)  (Yg€G).
Laricuch generowany przez miare odwrotna oznacza¢ bedziemy X, i nazywacé spa-
cerem odwrotnym.

Dowdd. Najpierw pokazemy, ze opisy (1) i (2) sa rownowazne. Talie dzielimy w
ten sam sposob. Niech K bedzie zmienna losowa moéwiaca jak dzielimy talie. Przy-
pusémy zatem, ze ja podzieliliSmy, czyli ustaliliémy K = k. Policzmy rozktad usta-
wieni kart w modelu (2). Po pierwsze, kazdemu mozliwemu do osiagniecia ustawie-
niu mozemy jednoznacznie przypisa¢ ciag D = {Dy, ..., D,}, taki ze D; € {L, P}
moéwi, z ktorej reki wzieliSmy karte w i-tym ruchu. Oczywiscie L wystepuje w
tym ciaggu k razy, a P wystepuje n — k razy. Ustalmy teraz konkretne ustawie-
nie i jego ciag {di,...,d,}. Niech {ly,...,l;} oznaczaja uporzadkowane rosnaco
indeksy, takie ze d;, = L (i jest to i-te L w D). Analogicznie, {p1,...,pn_k} to,
uporzadkowane rosngco, pozostale indeksy. Wtedy

P(Dy, =dy|Dy =dy,..., Dy =dp_1, K =k)

k—(1—1
=P(Dy, = LIDy =dy,..., D1 = dj,1, K = k) = n—((l—l))

]P)<Dp1 - dpi|D1 - dl, e 7Dpi—1 - dpi—la K - ]{5)

(n—k) = (i— 1)
=P(D,, = P|D,=dy,....,D,, 1=d,_1,K=Fk)= .
(Dy, = P|Dy =dy, ..., Dp—1 = dp,—1, ) i P—
Mnozac te rownosci dla wszystkich ¢ € {1,...,k}ij € {1,...,n — k} stronami (i

korzystajac z tego, ze {l1,... L} U{p1,...,pni} ={1,...,n}) otrzymujemy

P(D = {dy,...,d.}| K = k)
:IED(Dl - dl‘K == k) .. P(Dn == dnlDl - d17 .. ~7Dn71 - dnfl,K == k)
_(n=k)E 1

W nastepnym kroku wykazemy, ze réwnowazne sa opisy (1) i (3). Ustalmy
najpierw jak wyglada miara generujaca taricuch z (1) i (2) opisu. Wiemy, ze P(K =
k) = (Z) (%)n Co wiecej, zbiory permutacji mozliwych do otrzymania dla r6znych
k maja jedyny punkt wspoélny, czyli permutacje identyczno$ciowa. Stad wartosé
miary na permutacjach mozliwych do otrzymania (nie identycznosciowej) to

P(D ={dy,...,d,}) =P(D ={dy,...,d,}| K = k)P(K = k) (k)(’g;);”
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Permutacje identycznosciowa mozemy otrzymac na (n+1) sposobow. Zatem miara
generujaca lanicuch z (1) i (2) opisu jest

1 jezeli o zawiera dwa podciggi rosnace,

on
Qo) = 2 jezeli o = id,
0 w przeciwnym wypadku,

Szukamy teraz miary generujacej proces tasowania odwrotnego. Permutacje, ktore
mozna uzyska¢ poprzez tasowanie odwrotne, sa generowane przez ciagi z {0, 1}".
WeZmy ciag aq, ..., a, 1 oznaczmy jako k liczbe jego wyrazéw zerowych. Takiemu
clagowl przypisujemy permutacje

1 2 ... n
i1 9 ... ip

taka, ze i1, ..., 1 to ustawione rosnaco [, takie ze a; = 0, natomiast 75,1, ..., %, to
ustawione rosnaco [, takie ze a; = 1. Ciagow z {0, 1}" jest 2", a poniewaz wyrazy
ich sa losowane niezaleznie, to prawdopodobieristwo otrzymania kazdego z nich
wynosi ;. Ciagi postaci (0,...,0,1,...,1) (jest ich n + 1) daja permutacj¢ iden-
tycznosmowag. Natomiast pozostate ciagi generujg réozne permutacje. W zwiazku z
tym, miara generujaca proces tasowania odwrotnego to

2% jezeli o € A,
Qo) = {2 jezeli 0 = id,
0 w przeciwnym wypadku,

gdzie A oznacza zbiér permutacji generowanych przez ciagi {0,1}" bez identycz-
nosci. W uwadze uzasadniliSmy, ze takie permutacje sa odwrotnymi do per-
mutacji uzyskiwanych za pomoca tasowania ,riffle shuffle”. O

Do dalszych rozwazan, bedziemy potrzebowali wiecej informacji na temat spa-
ceréow odwrotnych.

Uwaga 3.31. Niech P oznacza macierz przejscia dla larcucha X,. Poniewaz X,
rowniez jest spacerem losowym na grupie GG, to

P(g.hg) =(h) =v(h™') = P(g,h™") = P(hg,g).

Co wiecej, jego miarg stacjonarng réowniez jest U, poniewaz

- SUBPG.0) = 15 3 P00 = g 3 Plo

heG keG keG
1 - 1
:@ZV@ = al =U(g).

keG

Lemat 3.32. Niech X; bedzie spacerem losowym na grupie G generowanym przez
miare probabilistyczng v. Natomiast Xy bedzie oznaczaé spacer losowy generowany
przez v. Oznaczmy przez vy 1 Uy rozktady X; 1 Xy. Wowczas

lve = Ullry = |70 = Ullzv,

gdzie U jest miarg jednostajng na grupie G.
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Dowdd. Niech {X;} = (e, Xy,...) oznacza dowolny spacer losowy na grupie G
generowanym przez miare probabilistyczng v, taki ze zaczynamy w elemencie neu-
tralnym. Wtedy mozemy napisaé, ze X, = gi ... g1, gdzie g1,..., g9 € G to jego
przyrosty. natomiast niech {Y;} oznacza dowolny spacer losowy na grupie G gene-
rowany przez miare probabilistyczna r, a jego przyrosty oznaczymy h;.

Dla ustalonych aq,...,a; € G zachodzi

P(Ql =az,...,0t = at) = P(Ql = al) L P(gr=ar) = v(ar) . -'V(at) =
=v(a;")...v(a;) =P(hy = a; ', ... hy = a ).

Co, zsumowane stronami po aq, ..., as, takich ze a;...a; = a, daje

P'(e,a) = P'(e,a™).

Stad
> |P'e,a) — 1 > Pl(e,a™) — 1 > Pl(e,a) — 1 :
acC Gl i Gl o G
co w potaczeniu z faktem daje
1P*(e,) = Ullrv = [[P*(e,) = Ullzv,
czyli teze, bo oczywiscie Pl(e, ) = ;. O

Z lematu wynika, ze wystarczy bada¢ spacer odwrotny do tasowania ,riffle
shuffle”, czyli tasowanie odwrotne. Zdefiniujemy dla niego czas silnie stacjonarny,
a nastepnie zastosujemy metode czasow silnie stacjonarnych.

Uwaga 3.33. Tasowanie odwrotne n kart mozna przedstawi¢ za pomoca macie-
rzy binarnej o n wierszach i tylu kolumnach ile tasowan wykonujemy. -ty wiersz
macierzy odpowiada i-tej karcie w pierwotnym utozeniu kart, a k-ta kolumna od-
powiada k-temu tasowaniu. Zatem w polu (7, k) wpisujemy etykiete (0 lub 1),
ktora dostala i-ta karta w k-tym tasowaniu.

Lemat 3.34 (J. Reeds). Niech {X;} bedzie taricuchem Markowa na S,, odpowia-
dajgcym modelowi tasowania odwrotnego. Definiujemy zmienng losowq T @ S, —
{1,2,...,00}, jako najmniejszq liczbe tasowan takq, ze macierz binarna opisana
w uwadze [3.35 ma wszystkie wiersze parami rozine. T jest silnym czasem stacjo-
narnym dla tak zdefiniowanego tancucha Markowa.

Dowdd. Opiszmy, jak wyglada tasowanie odwrotne. W pierwszym ruchu kazda
z kart etykietujemy 0 lub 1. Nastepnie te z etykietami 0 dajemy na gore talii,
pozostate na dot (nie zmieniajac kolejnosci kart w tych grupach wzgledem siebie!).
Nastepnie czynno$é te powtarzamy. Po dwoch tasowaniach na gorze talii sa karty
z wierszem macierzy zaczynajacym sie od (0,0), nastepnie (1,0), (0, 1), a na konicu
(1,1). Po k tasowaniach, kazda karta bedzie miala etykiete o dtugosci k. Karty
o roznych etykietach beda posortowane leksykograficznie, natomiast karty o tych
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samych etykietach beda w wyjéciowym utozeniu wzgledem siebie. W momencie 7
konczymy tasowanie.

7 definiujemy jako moment w ktérym wszystkie wiersze macierzy sa rozne,
poniewaz od tego momentu uktad zadnej karty nie zalezy od uktadu zadnej inne;j.
Dzieje sie tak, bo kazde dwie karty sie od siebie ,odkleity” w momencie, w ktérym
wiersze im odpowiadajace pierwszy raz sie roznity.

Przeprowadzimy dowdd formalny. Najpierw udowadniamy, ze 7 jest zrandomi-
zowanym momentem zatrzymania dla spaceru {X;}. W tym celu uzyjemy naste-
pujacej reprezentacji przez losowe odwzorowania

A={0,11", Z~U(}),

gdzie Z; ~ Z bedzie oznaczalo etykiety nadane w i-tym ruchu. W tym jezyku
tatwo zauwazy¢, ze

7 = min{¢ : wiersze macierzy (71, ..., Z;) sa rozne},
czyli funkcja 1¢,—y zalezy wylacznie od wektora (7, ..., Z;). Stad 7 jest zrando-
mizowanym momentem zatrzymania {X;}.

Teraz dazymy do pokazania, ze
1

Co zakoriczy dowod.
W dalszej czesci rozwazaé bedziemy wiersze macierzy. Niech zmienna losowa
V; oznacza i-ty wiersz macierzy.
Zauwazmy, ze dla macierzy binarnych reprezentujacych tasowanie odwrotne
1
PVi=wv,.... V=0, {Va,..., Vo ={v1...,o},t =7) = e
Oznacza to, ze w momencie 7, jezeli ustalimy jakie wiersze ma mie¢ otrzymana
macierz, to otrzymanie kazdej (z mozliwych do otrzymania) macierzy jest rownie
prawdopodobne. Dzieje sie tak, poniewaz wszystkie wiersze macierzy tworza sie
niezaleznie, czyli
PVi=wvy,..., Vo =0, {Va,..., Vi ={v1...,o. 1t =7)
CPWVi=wv,. V=0, Vi, Ve = {on gt =)
PHE{Vi, ..., Vot ={v1...,0}t =71)
1 n
P(‘/]_:,U]_,t:’r) ..... ]P’(Vn:’(],r”t:T): (27) _ 1
P{Vi,..., Vot ={v1...,0.},t =7) (1)n.n[ n!

27

Poniewaz macierz binarna oraz X, wyznaczaja caly spacer (czyli w szczeg6l-
nosci X, ), a macierz binarna nie zalezy od Xy, to mozemy napisac, ze

P.(X: =y{Vi,..., Vit ={vi...,0o.}, t =17)
=P.(Vi=vy,....Vo=v, {Vi,..., Vot ={v1...,u.}, t =17)

1
=PWVi=wvy,...,Voa=0v,|[{V1,...,Va} ={v1...,0. 1, t =7) = —.

n!
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Stad dostajemy teze
P.(X; =y|t=1)
= Z P, (X =y{V1,..., Vo ={vr.. ;0. t=7)

{Ulv---ﬂ)n}

ng({‘/l,,vn} = {Ul...,UnHt:T)

1 1
:—l Z Px({‘/l,,vn}:{vl,Un}|t:7'):7‘

n: {v1,...,on} n!

]

Aby oszacowaé do ilu tasowan mozemy sie ograniczy¢, tak by moc powiedzieé,
ze potasowaliSmy karty, pozostaje policzy¢ prawdopodobienistwo zdarzenia, ze 7 >
t oraz skorzystaé z twierdzenia . P(r < t) to prawdopodobieristwo, ze jezeli
wrzucimy n kul do 2! urn, to w zadnej urnie nie bedzie dwoch kul. Inaczej, jesli
pomyslimy o kulach jako o ludziach, dostajemy popularny problem urodzin. Stad
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.35. Dla spaceru odpowiadajgcego tasowaniu odwrotnemu zachodzi

d(t)gp(7>t):1—ﬁ<1—i>

t
i=1 2

Dowad. 7 konstrukcji 7 wiemy, ze nie zalezy ono od X. Pozostaje wiec udowodnié,
ze
n—1 i
P(r<t)= ]:[1 (1—2t>,

co w potaczeniu z twierdzeniem da teze.

Zauwazmy, ze zdarzenie 7 < t jest rOwnowazne temu, ze macierz n X t ma
wszystkie wiersze rozne. Czyli, prawdopodobieristwo liczymy nastepujaco. Wybie-
ramy n wierszy z 2! mozliwych i je ustawiamy, a potem dzielimy przez liczbe
wszystkich macierzy binarnych n x ¢. Stad

(QTZ)”' % 26 (28 =1)... (2" —=n+1) n—1 i
P(r<t)= (2t)n = ((2,5)72 - 20y = H (1 _ ) )

Whniosek 3.36. Wstawiajgc n = 52 mozemy obliczyé otrzymang wielkosé. Odpo-
wie ona na pytanie, ile razy nalezy wykonac tasowanie ,riffle shuffle”, tak aby talie
mozna byto uznaé za potasowang.

t 10 11 12 13 14
gorne szacowanie‘O.?B 048 0.28 0.15 0.08

Z tabeli powyzej widzimy, ze z pewnosciq w takim problemie t,,;, < 13.
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Jednak w og6lnosci wielkosé otrzymana po prawej stronie nieréwnosci nie jest
tatwa do obliczania. Mozemy ja troche uproscié¢ zaktadajac pewne zbieznosci.

Wnhiosek 3.37. Jezeli t = 2log,(n/c), to

[
[

n _ct ¢ C
P(T>t);1—€ 2 T

n—oo

- n
gdzie a, ~ b, oznacza a,/b, — 1.

Dowad. Pierwsza czesé dowodu to udowodnienie zbieznosci

n—1 i n—1 ,l'CQ oo 2
P(r<t)=1]] (1—?) =] (1—) I e T
=1

2
i=1 n

Aby oszacowac iloczyn z gory korzystamy z nieréwnosci 1 — z < e™*:

jHll (1 - fj) < exp <_ <Z>2 . 2;2) — exp (_ (Z)Z (n —21)n> noe, o

Aby oszacowaé iloczyn z dotu zastosujemy nieréwnosé e ™ T < 1 — gz, ktora
jest prawdziwa dla dla x € [0, %} (ponizej podamy jej dowdd). Dla ustalonego ¢
bierzemy tak duze n, ze (n;)CQ < 1, wtedy

bo
4 n—1 4 n—1 4/ 1)\3 4
0<<0) .Zk(c‘) O () e GV}
n i—1

n) = n4 n
Przeprowadzmy dowéd nieréwnosci e *~** < 1 —z dla z € [0, 1]. Logarytmu-
jemy ja stronami i dostajemy réownowazng nieréowno$é —z — x* < log (1 — x) Nowa
nierownos¢ jest spetniona dla 0, wiec wystarczy pokazac, ze na [0, %] pochodna
log (1 — &) + z + 2? jest dodatnia

1+2x+1 >0 & (1-z2)(14+22)>21 & 22<1

-
bo rozwazamy liczby dodatnie.

Druga czes¢ dowodu sprowadza sie do policzenia granicy

2 2
1—e™ —e ¢ - (—c 2
lim — = hm¥:hme < =1.
c—0 % c—0 c c—0
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Whiosek 3.38. Dla duzych n
tmiz < 2log, (4n/3).

Wynik ten otrzymujemy wstawiajgc ¢ = % do lewej zbieznosci w poprzednim wnio-

sku. Wtedy
C2
d(2logy (4n/3)) <1 —e" 2z =~ 0.245.

Uwaga 3.39. W og6lnosci mozna udowodnié mocniejszy wynik. Przyjmuje sie, ze 7
tasowan wystarczy, aby potasowac talie. Do tego natomiast potrzebne sa znacznie
trudniejsze metody. Wyniki te mozna znalezé w artykule [I] z 1992.
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