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1 Wstep

W teorii mnogosci idealy odzwierciedlajg intuicje rodziny zbioréow "malych".
Czesto mozna spotkaé¢ przyktady dualnosci miedzy ideatem zbioréw miary zero
i ideatem zbiorow I kategorii Baire’a. Poza tymi, idealy znajduja zastosowanie
w forcingu, dzieki czesciowym porzadkom jaki mozna dzigki nim uzyskaé. W
ponizszej pracy badam wtasnosci ideatu na plaszczyzZnie zdefiniowanego przez
odniesienia do miary. Zobaczymy jednak, ze pojawiaja sie w nim réwniez zbiory
I kategorii. Ciekawe jest, ze w odroznieniu od niezmiennosci miary czy kategorii
zbioréw pod wplywem obrotow, takie przeksztalcenie moze sprawic, ze dany
zbioér przestanie naleze¢ do naszego ideatu. Dokladniej, elementami naszego ide-
alu beda zbiory, ktorych rzut na ktéras os jest miary zero, ale rowniez takie, dla
ktorych zbiér sum wspoétrzednych punktéw jest mizerny, co jest tredcia twier-
dzenia 4. W rozdziale 5. zauwazymy, ze gdyby przeprowadzi¢ taka konstrukcje
z uzyciem kategorii zamiast miary, otrzymaliby$my dokladnie zbiory I kategorii
na plaszczyznie. Nastepnie przeanalizujemy co mozna uzyskaé po uogodlnieniu
definicji naszego idealu. W rozdziale 7. opisze wspomniane tu intuicje dzieki
algebrom ilorazowym. Pokaze, ze algebry generowane przez ideaty miary i kate-
gorii zanurzaja sie regularnie w algebre uzyskana z naszego idealtu. Jest to o tyle
zaskakujace, ze definicja ktoérej uzywamy nie odnosi sie w zaden sposéb do kate-
gorii, za$ algebre od zbioré6w mizernych zanurza sie w pochodzaca od miary tak,
ze jest ona tam nieregularna. Z tych twierdzein mozna wywnioskowaé, ze forcing
randomem nie dodaje liczby Cohena, ale iteracja dwoch randomow dodaje.



2 Definicje
W niniejszej pracy korzystam z nastepujacych definicji i oznaczen:
e Przez plaszczyzne rozumiem [0, 1]2.

e Przypomnijmy, ze ideatem nazywamy rodzine zbioréw I zamknieta na
skoniczone sumy i branie podzbioréw, czyli:

1. Jesli A,Bel, to AUB € I.
2. JesSi ACBel, toAel.

Dodatkowo, ideat I nazwiemy o-idealem, gdy zachodzi warunek:
VAl, ...,An, ..el U Az el.

=1

e N, N5 - g-idealy zbior6w miary zero na prostej i ptaszczyznie, odpowiednio.

o M, My - o-idealy zbioréw I kategorii Baire’a na prostej i plaszczyznie,
odpowiednio.

e Zbior P C R? nazywamy prostokgtem, jezeli jest postaci Ax B dla pewnych
A, B € Bor(R).

e Prostokat P nazwiemy niezerowym, jezeli A ¢ N oraz B ¢ N.
e Niech D bedzie rodzing wszystkich niezerowych prostokatow.
e Dla f: X —» Y, wykresem F' nazywam graph(f) = {(z, f(z)) : z € X}.

e Mowimy, ze zbidér ma wlasno$é Baire’a, jesli przedstawia sie w postaci
U A P, gdzie U jest otwarty oraz P € M.

e Rodzine podzbioréw R o wlasnosci Baire’a, ktore sa II kategorii, bedziemy
oznaczaé¢ Ba, .

Teraz mozemy zdefiniowaé ideal, ktory bedzie rozwazany w tej pracy:
IN)={BC[0,1]*: ¥VDe€D3ID'c¢D(D'CD A DNB=0) (1)

Jest to rodzina zbioréw, dla ktérych z kazdego niezerowego prostokata mozna
wybra¢ niezerowy podprostokat roztaczny z rozwazanym zbiorem.



3 Podstawowe wlasnosci

Fakt. J(N) jest ideatem.

Dowdd. Najpierw sprawdzimy zamknieto$é na branie podzbioréw.

Wezmy B’ C B € J(N) oraz D € D. Wtedy, z definicji, istnieje D’ C D takie,
ze D' N B = (. Ale wtedy réwniez D' N B’ = (.

Pozostaje sprawdzi¢ zamknieto$é na sumy dwoch elementow.

Wezmy dowolne A, B € J(N) oraz D € D. Wtedy istnieje D’ C D takie, ze
D'N A= 0. Ale skoro D' € D, to istnieje D" C D’ rozlaczne z B. Zauwazmy,
ze D" jest szukanym podprostokatem D, jest bowiem rozlaczny z AU B. O

Sprobujmy teraz zobaczy¢, z jakich zbioréw sklada sie nasz ideal. Przede
wszystkim zawiera on wszystkie zbiory jednoelementowe, bo wykluczajac wspot-
rzedne tego elementu ze sktadowych prostokata D otrzymujemy prostokat roz-
taczny z rozwazanym singletonem. To rozumowanie przenosi si¢ na nieco szersza
klase zbioréw, co opisuje ponize;j.

Przyktad. Jesli P jest postaci B x N lub N x B, gdzie B jest zbiorem bore-
lowskim, a N € N, to P € J(N).

Dowdd. Rozwazmy bzo przypadek P = B X N i wezmy prostokat D = X x Y.
Niech D' = X x (Y \ N). Zauwazmy, ze

Ao(D') = Xa(D\ (X x N)) = Xa(D) — Xo2(X x N) = X2(D),
bo N bylo miary zero. Co wiecej, D' N P = ). Zatem P € J(N). O

Mozemy teraz poczyni¢ dwie obserwacje. Po pierwsze, wszystkie zbiory prze-
liczalne leza w J(N). Po drugie, zauwazmy, ze w szczegdlnosci pionowe i poziome
odcinki naleza do rozwazanego idealu. W takiej sytuacji naturalne jest pytanie
czy inne odcinki réowniez w nim sa? Dalej, inne krzywe (w szczegolnosci wykresy
funkeji) maja podobng strukture ze wzgledu na miare i kategorie jak odcinek.
W takim razie czy one rowniez beda w J(N)? Okazuje sie, ze tak. Do pokazania
tego bedzie mi potrzebny jeden lemat z teorii miary, ktéry udowodnie ponizej.

Lemat 1. Jesli A C R, co > A(A) > 0, to dla dowolnej liczby naturalnej n

istnieje rowny co do miary, uporzgdkowany podziat A, tj. takie roztgczne zbiory
n

A, LAy, e U Ak = A, jesli a; € A;, a € A, 1 < §, toa; < aj oraz

k=1

Dowdd. Wezmy dowolne A € Bor(R), co > A(A) > 0 oraz n € w. Dla ¢ € Q
niech A7=A N (—o0,q). Rozwazmy rodzine
A
Ay = {A7 : NAY) < Q}.
n
Zauwazmy, ze | J A1 jest postaci AN (—oo,r) dla pewnego r € R. Co wiecej, Aq
jest rodzing wstepujaca, wiec z definicji miary mamy

A(J A1) = lim M(A9) = M)

q—r n



Zatem wezmy A; = |JA1. Analogicznie ze zbioru A \ A; wycinamy zbiér A,,

réwniez miary ( ) . Rekurencyjnie otrzymujemy Aj, ..., A,. Z konstrukcji wy-

nika
AMA) =...=XA4,) =
Zauwazmy teraz, ze dla k = 2,...,n — 1 mamy Ay = AN[zk_1,2)) dla pewnych

ZTp—1,% € Roraz A, = AN [x,_1,+00), podobnie jak dla A;. To dowodzi, Ze
wskazany podzial jest uporzadkowany. O

Dzieki temu lematowi mozemy przejsé do twierdzenia, ktére opisze pewna
klase elementow J(N).

Twierdzenie 1. Jesli f jest funkcjq borelowska, to graph(f) € I(N).

Dowdd. Ustalmy funkcje borelowska f i D = Ax B. Niech d = A2(D), a = A\(A),
b = A(B). Niech dla n € w, A}, ..., AT i B}, ..., B beda podzialami zbiorow A
i B jak w Lemacie 1. Zauwazmy, ze jezeli
o e a
In 3k, 1< n AAL O fHBY) < 5, (2)
to D' = (A7 \ f~1[B}']) x B} spelnia Ap(D') > 2952 . 2 > ( oraz D' N f = 0.
Zal6zmy nie wprost, ze (2) nie zachodzi, czyli

n — n a
Vn Yk, 1 < n MALN f7HB) > ol
Teraz dla dowolnego k£ < n mamy
AAR N B = A AR 0 HB)),
=1
co z rozlgcznodci B]' mozemy dalej przeksztalcac:
AMUJ@Apn s =3 MAF OB S =2
=1 1=1 K K
Otrzymalismy
NAEN B > =
Podobnie wysumujmy teraz po k:
AN UA"mf =S AArA B >0 L =a
k=1 k=1 "
Ale
MAN f7YB]) < MA) =a.
Zatem (2) musi by¢ prawdziwe, a wiec twierdzenie zachodzi. O

Przypomnijmy sobie, ze podstawowe idealy - jak N czy M - sa o-ideatami,
co oznacza, z¢ sa zamkniete na przeliczalne sumy. Naturalnym pytaniem jest:
czy J(N) tez ma te wlasnosé? Pokaze, ze nie, wykorzystujac do tego przeliczalna
sume zbioréw, o ktorych juz pokazalismy, ze leza w J(N). Do tego potrzebne
bedzie kilka definicji i jeden lemat uzywany czesto w teorii prawdopodobienistwa.



Definicja. Dla zbioru A C R? jego liniowym domknicciem nazywamy zbior
zlozony ze wszystkich odcinkéow taczacych punkty ze zbioru A, czyli:

LA ={aa+(1—a)b : a,be A, ae|0,1]}.
Uwaga. Jesli conv(A) jest otoczka wypukta zbioru A, to L(L(A)) = conv(A4).

Definicja. Zbior A C R nazywamy ogonowym, jesli A+ Q = A, gdzie A+ Q
oznacza {a+q : a€ A, q€ Q}.

Lemat 2 (Prawo 0-1 Kolmogorowa). Jesli A C [0,1] jest mierzalnym zbiorem
ogonowym, to ma miare 0 lub 1. [1, str. 8]

Dowdd. Szkic dowodu jest zamieszczony w [2, str. 84]. Cale rozumowanie prze-
prowadzone jest w przestrzeni Cantora 2% z miarg p, ktora jest izomorficzna z
[0,1] z miara A (liczbie rzeczywistej odpowiada jej rozwiniecie dwojkowe). Przy-
pomnijmy na poczatek, ze odpowiednikiem liczb diadycznych w 2“ jest zbior
wszystkich ciggéw zerujacych sie od pewnego miejsca. Zatem zbiér ogonowy w
2% jest niezmienniczy na modyfikacje skorniczenie wielu wyrazow jego elementow.
Niech F bedzie mierzalnym zbiorem ogonowym. Dlan € w niech X,, = {0,1}",Y,,
bedzie takim produktem {0,1}, ze 2¥ = X, x Y,,. W takim razie dla kazdego n
istnieje zbior B,, C Y, taki, ze E = X,, X By, bo zadna modyfikacja na pierw-
szych n pozycjach nie moze wyjs$¢ poza FE.

Niech F' bedzie cylindrem, czyli F = A, xY, dlapewnego A,, C X,,. Przyjmijmy,
ze |A,| = k. Wtedy pu(F) = £. Dodatkowo, ENF = A, x B,. Zauwazmy, ze

w(ENF) = p(Ay x By) = %u(Xn X Br) = p(F)u(E).

WezZzmy dowolny zbior otwarty U. Jest on suma przeliczalnie wielu rozlacznych
cylindrow. Niech {F,, : n € w} beda tymi cylindrami. Wtedy

wENU) = p(J(ENF,) Zu ENF,) Zu (B)u(U).

Wiemy, ze zbiér mierzalny X mozemy dowolnie przyblizaé¢ zbiorami otwartymi.
Zatem mozemy zapisa¢ pu(E N X) = p(E)pu(X). Skoro ta wlasnosé zachodzi dla
dowolnego X, to w szczegolnosci mozemy podstawié X = E, dostajac u(E) =
w(E)?. Zatem p(E) =0 lub u(E) = 1. O

Teraz mamy wszytkie narzedzia potrzebne do udowodnienia nastepujacego
twierdzenia:

Twierdzenie 2. J(N) nie jest o-ideatem.

Dowdd. Rozwazmy £ = L(Q?). Oczywiscie, jesli I(p, q) jest odcinkiem taczacym

punkty pig,to L= | I(p,q), wiec jest przeliczalna suma zbiorow z J(N).
p,q€Q?

Pokazemy, ze nie jest to element J(N).

Zalézmy nie wprost, ze £ € J(N).

Wtedy istnieje D = A x B roztaczny z L. Przyjmijmy a = A(A), b = A(B).
Przyjrzyjmy sie teraz, jakie warunki spetniaja punkty z £. Jesli (z,y) € £, to
istnieja punkty (p1,p2), (q1,q2) € Q? oraz a € [0, 1] dla ktérych:

ap1 + (1 - o)1 =z,



apz + (1 —a)g2 = .

Przeksztatcajac powyzsze, dostaniemy
T—q Y42

== .
P1—q1 P2 — QG2

b2—g2
p1—q1’

Podstawiajac s = t = g2 — q15 dostajemy

Yy =STr+z.

dla pewnych s,z € Q. W szczeg6lnosci dla s = 1 otrzymujemy y — = = z.
Niech a ~ b oznacza a — b € Q. Jest to relacja rownowaznosci wykorzystana
przy konstrukcji zbioru Vitalego. Mozemy w takim razie powiedzie¢, ze jesli
(x,y) € L, to & ~y. Zatem

Va € AVb € B [a] # [b]. (3)

W szegolnosci, wnioskujemy, ze A N B = (. Uzupelnimy teraz kazda klase
abstrakcji tej relacji w A i B do maksymalnej, zeby speliony byl warunek
Va € A [a] C A i podobnie dla B. Oznaczmy 41 = A+ Q, B; = B+ Q. Sa to
domkniecia A i B wzgledem relacji ~. Z warunku (3) wynikalo, ze klasy abs-
trakcji elementéw A i B nie pokrywaja sie, a skoro A; i B nie maja zadnych
nowych klas abstrakcji, to A; N By = 0.

Zauwazmy, ze A; oraz Bj sa zbiorami ogonowymi, wiec zgodnie z lematem
2 maja miare 0 lub 1. Ale A C Ay i B C Bj. Z tego wynika, ze A\(41) > aq,
A(B1) > b. Wobec tego musi zachodzié¢ A(A;) = A(B1) = 1. W takim razie, skoro
sa to rozlaczne zbiory to A(A1UB;) = 2, co jest niemozliwe, bo A; UB; C [0, 1].
Zatem £ ¢ J(N), co konczy dowod. O

Wiemy juz, ze J(N) nie jest o-idealem. Dlatego naturalnym wydaje sie do-
mkniecie go na przeliczalne sumy i badanie wtasnosci tego domkniecia. Przy-
ktad przedstawiony powyzej nie jest najprostszym, jaki mozna wskazaé, jest
jednak pierwszym, ktorego skutecznosé udowodnitem. Mozna pokazaé, ze zbior
{{z,y) : © +y € Q} nie nalezy do J(N), pomimo bycia przeliczalna suma jego
elementéw. Dowdd jest krotki przy powolaniu na twierdzenie Steinhausa, udo-
wodnione w 1920: [4]

Twierdzenie 3. Jesli A, B C R sq zbiorami dodatniej miary Lebesgue’a, to
Int(A+ B) #0.

Na powyzsze twierdzenie bedziemy si¢ powolywaé¢ w nastepnym rozdziale,
pozwoli ono doktadniej zbada¢ J(N) oraz I, (N).



4 Analiza J,(N).

Definicja. Przez J,(N) bedziemy oznaczaé o-ideal generowany przez J(N).

Przede wszystkim chcemy pokazaé, ze otrzymany ideal jest niezalezny od No
i Mo, czyli ze nie zachodzi miedzy nimi zadne zawieranie.

4.1 Niezaleznosé¢ J,(N) od M,.

Skonstruujemy zbior komizerny miary zero, ktory bedzie w J(N). Najpierw upo-
rzadkujmy punkty o wspohrzednych wymiernych. Niech Q? = {¢; : i € w}. Kon-
strukcja przebiega tak samo jak w standardowym przyktadzie na prostej. Przez
B(x,r) rozumiemy kule wokol xz o promieniu r w odpowiedniej przestrzeni.

Okreslmy kolejno:
1

j2¢

Gj:UJM,
A=G;.
J

Skoro A2(G;) < 3o Aa(li;) < j%, to oczywiscie A\3(A)=0. Dodatkowo widzimy,

Ii,j = B(Qla )a

K3
ze zbiory G sa nigdziegeste, wiec A jest mizerny. Pokazemy teraz, ze A € J(N).
Rozwazmy dowolny prostokat D = X x Y, taki ze A(X), A(Y) > 0. Dlag € XNQ
okreslmy k, = min{i : ¢; € ¢ x Q}. Dalej niech:

1
Uq,j = B(Q7 j2kq )7

XJ = U Uq,j7
qeXNQ
Xo =X
J

Oczywiscie A(Xp) = 0. Oznaczmy X’ = X \ X,. Analogicznie definiujemy Y’. Z
konstrukeji od razu widaé, ze (X' x Y')N A = (. Zatem A € J(N).
Konsekwencje tego zawierania sa dwojakie: po pierwsze, oczywiscie J,(N) € Ms,
skoro mamy w J(N) zbior niemizerny. Z drugiej strony, A¢ € My, wiec gdyby
zachodzito zawieranie w druga strone, to w J,(N) bylby zaréwno A jak i A€.
Wtedy mielibysmy J,(N) = P([0,1]?). Wskazemy teraz pewna klase zbioréw,
ktore sa poza J,(N).

Fakt. Jesli A, B majg dodatnia miare, to A x B ¢ J,(N).

Dowdd. Zaldézmy nie wprost, ze Ax B = | I, gdzie I,, € I(N) dla kazdego n.
new
Przypomnijmy, ze w kazdym zbiorze dodatniej miary mozemy wskazaé¢ zwarty

podzbiér dodatniej miary. W takim razie niech P, bedzie zwartym dodatnim
podprostokatem A x B, roztacznym z Iy. Mozemy go wskazaé, skoro Iy € J(N).



Dalej definiujemy rekurencyjnie: niech P, ;1 bedzie zwartym dodatnim podpro-
stokatem P, roztacznym z I, ;. Skoro wszystkie P, sa zwarte, to P = (| P,

n
jest niepusty. Jest to dalej podzbior A x B. Z drugiej strony, P jest rozlaczny z
kazdym I,,, wiec roniez z ich suma, czyli A X B, co prowadzi do sprzecznosci. [

W szezegolnosci z powyzszego faktu wnioskujemy, ze J,(N) jest ideatem
wlasciwym, co konczy dowdd niezaleznosci od M.

4.2 Niezaleznosé J,(N) od Ns.

Rozwazania w tej czesci chee zaczaé od wprowadzenia zbioréw przekatniowych.
Okaze sie, ze dzieki zbiorom tego typu mozemy odkryé¢ dodatkowe wtasnosci
badanego ideatu.

Definicja. Dla A - podzbioru prostej oznaczamy A* = {(x,y) : x +y € A}
Ponizej przedstawiam kilka oczywistych wlasnosci takich zbioréw:

e Gdy A C B, to A* C B*.

e Dodatkowo jesli A= |J 4,,to A* = |J Af.

new new

e Jesli U jest otwarty, to U™ tez jest otwarty.
o M\ (A*) = \(A)2.

Zanim przedstawie twierdzenie odnoszace sie do tych zbioréw, udowodnie
dwa lematy przydatne w dalszym rozumowaniu.

Lemat 3. Jesli X jest zbiorem dodatniej miary, to przedstawia sie on jako
X'UN, gdzie N jest miary zero, a X' ma nastepujgcq wtasnosé:

O ile X' N (a,b) # 0, to A(X" N (a,b)) > 0. (4)

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze jesli powyzsza wlasno$é¢ bedzie zachodzi¢ dla
wszystkich a,b € Q, to bedzie zachodzi¢ dla dowolnych przedzialéw. Niech
{U; : i € w} bedzie rodzing przedzialow o koricach wymiernych. Oznaczmy
A={U; : \(U;NX) =0}. Teraz niech N = X NAoraz X' =X\ N.

Oczywiscie, zgodnie z postulatem, N ma miare 0. Pokazemy, ze X’ spelnia (4):

Wezmy dowolny przedzial o koricach wymiernych (a, b) i zat6zmy, ze X'N(a,b) #
(). Zalozmy nie wprost, ze A(X’ N (a,b)) = 0. Wtedy rowniez A(X N (a,b)) = 0,
bo X jest wiekszy tylko o zbiér miary zero. Wobec tego (a,b) C A. Zatem
X' N (a,b) =0 - sprzecznosé z zalozeniem. O

Lemat 4. Dla dowolnego X C R istniejg jego borelowskie nadzbiory B, By
spetniajgce nastepujgce warunki:

o Jesli X C By, \ N i@ N mierzalne, to N € N.
o Jesli X C B\ M i M ma wt. Baire’a to M € M.

10



Dowdd. Ustalmy X. Rozwazmy rodzine zbioréw borelowskich miary dodatniej
rozlacznych z X. Wezmy z niej maksymalng podrodzine zbioréw parami roz-
tacznych €. Z wlasnosci miary wiemy, ze jest ona przeliczalna. Niech teraz
B, = (UC)°. Jest to oczywiscie nadzbior X. Wezmy teraz dowolne mierzalne
N € B, \ X. Gdyby mialo miare dodatnia, to C nie byloby maksymalne, bo
mozna by dotozyé¢ do niego N. Zatem N ma miare 0.

Konstrukcje By przeprowadzimy podobnie. Rozwazmy zbiory borelowskie 11
kategorii roztaczne z X i wezmy maksymalna podrodzine zbioréw parami roz-
tacznych 7. Kazdy element 7 ma wlasno$¢ Baire’a, czyli mozna go zapisaé¢ jako
U A M dla otwartego U i M € M. Wiemy, ze dwa takie zbiory maja niepusty
przekroj dokladnie wtedy gdy odpowiadajace im zbiory otwarte maja niepusty
przekroj (w przeciwnym wypadku jeden z tych zbiorow otwartych rozktadatby
si¢ na dwa mizerne). Zatem rodzinie T odpowiada rodzina parami rozlacznych
zbiorow otwartych, wiec T jest przeliczalna. Niech By, = (|J T)¢. Jest to nadzbior
X. Jesli M € By, \ X ma wt. Baire’a, to musi zachodzi¢ M € M. W przeciwnym
wypadku T nie bytoby maksymalne. O

Uwaga. Taka samg konstrukcje mozemy przeprowadzi¢ w R?. Otrzymane B,,, By,
nazywamy otoczka borelowska zbioru X wzgledem miary/kategorii.

Twierdzenie 4.

1. F jest nigdziegesty <= F* € J(N).
2 MeM <<= M*eI,(N).
Dowdd.

1. (=)
Wezmy dowolny F' nigdziegesty, bzo niech bedzie on domkniety, oraz do-
wolne X,Y dodatniej miary. Niech Xi,Y; realizuja rozktady X,Y jak w
lemacie 3.
Rozwazmy A = X; +Y7. Z twierdzenia Steinhausa istnieje otwarty U C A.
Skoro F' jest nigdziegesty, to istnieje U; C U rozlgczny z F. Zbadajmy wla-
snoéci U7
Oczywiscie istnieja © € X;,y € Y7 takie, ze (z,y) € U;. Skoro Uy jest
otwarte, to istniejg odcinki U,, U, wokot x,y takie, ze U, x U, C U7.
Niech teraz Xo = X3 NU,, Yy = Y1 NU,. Te przekroje sg niepuste (sa w
nich z,y), wiec z lematu 3 maja one dodatnia miare. Zbior X x Yy, bedac
podzbiorem U7, jest rozlaczny z F'*, co dowodzi tezy.
(<)
Wezmy dowolny zbior F' taki, ze F* € J(N) i zalozmy nie wprost, ze ist-
nieje otwarty zbior U, w ktorym F jest gesty. Ustalmy (z,y) € U*. Skoro
U* jest otwarte, to istnieje w nim otwarte otoczenie (z,y) postaci U, x Uy,.
Uz, Uy sa otwarte, wiec majg dodatnig miar¢. Z zalozenia istniejg ich pod-
zbiory dodatniej miary X,Y, takie ze X x Y N F* = (. Z tego wynika, ze
X+YNF=0.
Z drugiej strony, X +Y C U. Co wiecej, z twierdzenia Steinhausa istnieje
otwarty Uy C X +Y C U. Okazuje si¢, ze Uy N F = (). Sprzecznosé, bo F
byt gesty w U.
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2. (=)
Niech M = J F;, gdzie F; sa nigdziegeste. Wtedy M* = |J F}* jest przeli-

3
czalng suma zbiorow z J(N), wiec M* € J,(N).
(<)
Zalozmy nie wprost, ze F' ¢ M, ale F* € J,(N). Mozemy przyjac, ze jest
to zbior borelowski. Gdyby nie byl, zastepujemy go przez jego borelow-
ska otoczke wzgledem kategorii. Przyjmijmy, ze F jest postaci U \ M’ dla
otwartego niepustego U i mizernego M. Wiemy, ze M* € J,(N). Ideal jest
zamkniety na sumy, wiec F* U M* € I,(N). Ale F* U M* = U*. Jest to
zbiér otwarty, wiec jest w nim pewien dodatni prostokat. A pokazaliSmy
juz, ze takie nie moga leze¢ w J,(N).

O

Wiemy, ze istnieja zbiory mizerne miary 1. Zatem, podobnie jak w 4.1, I,(N)
nie moze zawieraé sie w No. Z drugiej strony, gdyby Ny C J,(N), to I, (N) bylby
calym zbiorem potegowym, a pokazaliSmy juz, ze nie jest.
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5 Ideal generowany przez M

Na poczatku zdefiniowalismy ideal wykorzystujac zbiory miary zero. Ponizej
zobaczymy jakie wlasnosci ma, analogicznie zdefiniowany, J(M).

Definicja. Niech € = {A x B: A, B € Bay} bedzie rodzing prostokatow II
kategorii.

Teraz mozemy okresli¢
IM)={FC0,1*: VD€ €&3D' €& (D'CDAD NF =0)}.

Jest to rodzina zbiorow dla ktorych z kazdego prostokata II kategorii mozna
wybra¢ podprostokat II kategorii roztaczny z rozwazanym zbiorem.

Jak wczesniej, przez J,(M) oznaczamy o-ideal generowany przez J(M). W
tym rozdziale zbadamy podobienistwa i roznice miedzy J(N) i I(M).
Przypomnijmy, ze w J(N) mieliémy prostokaty postaci N x B dla N € N.
Analogicznie, w J(M) beda wszystkie prostokaty postaci M x B i B x M dla
M e M.

Dowdd. Ustalmy M x B jak wyzej, oraz A x C € &. Wtedy A\ M nie jest I
kategorii, wiec (A\ M) x C' € &; ten zbidr jest szukanym podprostokatem A x C,
swiadczy o tym, ze M x B € J(M).

Przypadek B x M jest w pelni analogiczny. O

Istotna klasa elementow w J(N) byly nigdziegeste zbiory przekatniowe. Mozna
tatwo udowodnié, ze doktadnie te same zbiory sa w J(M). Jednak pokazemy duzo
mocniejsze twierdzenie, dowodzac, ze, w przeciwienstwie do J,(N), ideat J, (M)
nie jest nowa rodzing zbioréow.

Twierdzenie 5. J,(M) = Ms.

Dowdd. (Q)

Pokazemy, ze (M) C Ms, co od razu powoduje, ze wszystkie przeliczalne sumy
elementow J(M) rowniez sa w M.

Dowod przeprowadzimy przez kontrapozycje. Wezmy zatem dowolny B bedacy
IT kategorii. Pokazemy, ze nie jest on elementem J(M). Z zalozenia istnieja
otwarty U i mizerny M takie, ze (U\ M) C B. Oczywiscie w U mozemy znalezé
otwarty prostokat V', bo sg one baza topologii produktowej. Kazdy podzbior V/
roztaczny z B musi byé podzbiorem M. Zatem kazdy taki podzbiér musi byé
mizerny.

7 drugiej strony, zeby B € J(M), musieliby$my w V' mie¢ podzbior II kategorii
roztaczny z B, co nie jest mozliwe, zgodnie z poprzednim stwierdzeniem.

)

Pokazemy najpierw, ze jesli F' jest nigdziegesty, to F' € J(M). Wtedy oczywiscie
kazdy zbior mizerny bedzie elementem I, (M).

Niech F bedzie domknietym zbiorem nigdziegestym, a B prostokatem II katego-
rii. Istniejg otwarte U, V oraz mizerne M, M’ takie, ze (U\ M) x (V\M') C B.
Skoro F' jest nigdziegesty, to z U x V mozemy wybra¢ otwarty U’ x V' roztaczny
z F. W takim razie (U’ \ M) x (V' \ M) C B, jest II kategorii i jest roztaczny
z F. Zatem F € J(M), co konczy dowod. O
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6 Idealy Marczewskiego

Rozwazaliémy do tej pory dwa idealy o bardzo podobnych definicjach. Definicje
te mozna uogdlni¢ w nastepujacy sposob.

Definicja. Majac dang przestrzen X i pewng rodzine F jej podzbiorow, defi-
niujemy ideal Marczewskiego jako
MF)={ACX:VFeFIF eF(FFCFAF NA=0)}.
Sprawdzmy najpierw, ze rodzina tak zdefiniowana faktycznie jest idealem.
Dowdd. Rozwazmy dowolne X, F.

e Niech A C B € M(¥) oraz F' € F. Z zalozenia istnieje F' € M(F) -
podzbior F' rozlaczny z B. Skoro A C B, to F’ jest rowniez rozlaczny z
A, wiec A € M(F).

e Wezmy dowolne rézne A, B € M(F) oraz F € F. Wtedy istnieje F’ € F -
podzbior F roztaczny z A. Skoro jest to element JF, to istnieje jego podzbior
F" € Froztaczny z B. W takim razie F" jest roztaczny z AUB, co dowodzi,
ze AUB € M(F).

O
Zauwazmy, ze idealy rozwazane wczesniej mozna zapisa¢ jako:
e J(N) = M(D),
o J(M) =M(&),

gdzie D, € sy rodzinami prostokatow niezerowych i II kategorii, odpowiednio.
Okazuje sie, ze najbardziej znane idealy réowniez mozna zdefiniowaé¢ wtasnie w
ten spos6b. Zacznijmy od prostej obserwacji.

Uwaga. Jesli T jest topologia na X, to M (T \ () jest ideatem zbioréow nigdzie-
gestych.

Zbiory nigdziegeste sa naturalnym obiektem definiowanym w ten sposob.
Idealy generowane w ten spos6b moga rozni¢ sie jednak nawet tak podstawowa
cecha, jaka jest zamknietosé na przeliczalne sumy. Zbiory nigdziegeste czy J(N)
sg zamkniete jedynie na skonczone sumy. Ponizej przedstawiam inny ideal tego
typu, ktory zostal wprowadzony przez Marczewskiego w [3]. Wykorzystamy do
tego zbiory doskonate.

Definicja. Zbiér P nazywamy doskonatym, jesli jest domkniety i nie ma punk-
tow izolowanych, tj.

Vz € P P\ {z} nie jest domknigty.

Rodzine wszystkich doskonalych podzbioréw prostej oznaczamy P.
Ideat M (P \ {0}) oznaczamy przez s°.

s jest przykladem o-idealu rozwazanego typu. Okazuje sie, Ze mozna w ten
spos6b przedstawié¢ réwniez klasycznie rozwazane ideaty.
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Twierdzenie 6. Oznaczmy przez M, rodzine zbioréw mierzalnych o dodatniej
mierze, a przez Bay rodzine zbiorow drugiej kategorii. Przyjmigmy X = R.
Wtedy:

1. M(m.;,.) == N,
Dowdd.

1 (2)
Niech N € N, A € 9. Wtedy A\ N dalej ma dodatnia miare i jest
podzbiorem A roztacznym z N, wiec N € M(9M,)

(S)

Ustalmy A € M (9,). Gdyby A mial dodatnia miare, to musialby istnieé¢
jego podzbiér dodatniej miary roztaczny z nim. W takim razie A € N albo
jest niemierzalny. Musimy wykluczy¢ te druga opcje.

Zalozmy nie wprost, ze A jest niemierzalny. Ten sam argument co po-
wyzszy dowodzi, ze kazdy mierzalny podzbior A ma miare 0. Niech teraz
B bedzie borelowska otoczka A, tzn. bedzie takie, ze dla mierzalnych N
mamy A C (B\ N) = N € N. B ma dodatnig miare, wiec istnieje jego
podzbiér dodatniej miary roztaczny z A, co jest sprzeczne z definicjg B.

2. ()
Niech M € M, A € MBa,. Wtedy A\ M dalej jest II kategorii i jest
podzbiorem A roztacznym z M, wiec M € Bay
(S)

Ustalmy A € M(Bay ). Gdyby A byt IT kategorii, to musialby istnie¢ jego
podzbior II kat. roztaczny z nim. W takim razie A € M albo nie ma
wlasnosci Baire’a. Musimy wykluczy¢ te druga opcje.

Postapimy podobnie jak w poprzednim punkcie. Zalézmy nie wprost, ze
A nie ma wlasnosci Baire’a. Ten sam argument co powyzszy dowodzi,
ze kazdy podzbior A z wl. Baire’a jest mizerny. Niech teraz B bedzie
borelowska otoczka A, tzn. bedzie takie, ze dla M z wl. Baire’'a A C
(B\ M) = M € M. B jest II kategorii, wiec istnieje jego podzbior II
kategorii roztagczny z A, co jest sprzeczne z definicjg B.

O
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7 Algebry ilorazowe

Przypomnijmy, ze rodzina zbioréw borelowskich tworzy algebre Boole’a (do-
ktadniej: o-cialo). Dzieki idealom mozemy otrzymaé nows strukture.

Definicja. Niech I bedzie idealem. Na rodzinie zbioréw borelowskich wprowa-
dzamy relacje rownowaznosci ~y wzorem A ~;y B <— AA B € I.

O ile wynika to z kontekstu, zbiory borelowskie na plaszczyznie (Bor[0,1]?)
i na prostej (Bor[0,1]) bedziemy oznaczaé tak samo. Zbior ilorazowy Bor/ ~;
bedziemy krocej oznaczaé Bor/1.

Na Bor/I réowniez mamy strukture algebry Boole’a z dziataniami na repre-
zentantach, tj.:

e [A]U[B] = [AUB],
e [AN[B] = [AN B],
o [A]c=[A].

Dzieki algebrom ilorazowym mozemy opisaé zwiazek miedzy J,(N), N oraz M.

Definicja. Na algebrze Boole’a okreslamy czesciowy porzadek wzorem a <
b <= aUb=hb.

Pojeé¢ sup czy inf uzywamy w odniesieniu do tego porzadku.

Podalgebre G algebry A nazywamy regularng, jesli dla dowolnego X C G spet-
niajacego supgX = 1 zachodzi sups X = 1.

Twierdzenie 7. Bor/N oraz Bor/M zanurzajg sie w Bor/J,(N), tworzqc po-
dalgebry regularne.

Dowdad.

1. Bor/N

Rozwazmy w Bor/J,(N) zbiory postaci A x [0, 1] dla A mierzalnych. Zauwazmy,
ze tworzg one podalgebre, tj. sa rodzing zamknieta na dzialania - [A x [0, 1]] U
[B x [0,1]] = [(AU B) x [0, 1]]. Analogicznie dla przekroju i dopelnienia.

Niech f : Bor/N — Bor/J,(N) bedzie dane wzorem f([A]) = [A x [0, 1]]. Latwo
zauwazy¢, ze jest to homomorfizm. Potrzebujemy pokazaé¢ réznowarto$ciowosé
przeksztalcenia.

Jesli f([4]) = f([B]), to réwnowaznie (A A B) x [0,1] € J,(N). Wezesniej (w
rozdziale 4.1) zauwazyliSmy, ze tak bedzie jedynie gdy A A B € N. Ale wtedy z
definicji [A4] = [B].

Rozwazmy teraz pewna rodzine C' (formalnie: ich klasy abstrakecji w Bor/N)
taka, ze jedynym zbiorem wiekszym od wszystkich elementow C jest cale [0, 1].
Przyjrzyjmy sie obrazowi tej rodziny przez f. Wszystkie elementy obrazu sg po-
staci A x [0, 1], zatem ich najmniejsze ograniczenie bedzie tej postaci. Niech w
takim razie D x [0,1] bedzie ograniczeniem obrazu C. To znaczy dokladnie, ze
dla kazdego B € C' mamy B x [0,1]U D x [0,1] = D x [0, 1] z doktadnoscia do
zbioru miary zero. Ale to oznacza, ze BUD = D, czyli D jest ograniczeniem C.
Zakladalismy, ze jedynym takim ograniczeniem jest [0, 1], wiec jedynym ograni-
czeniem obrazu C jest [0,1]2.
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2. Bor/M

Postapimy podobnie jak w pierwszym przypadku. Rozwazmy zbiory A* dla A
majacych wlasno$é Baire’a. Zamknietos¢é na dziatania jest oczywista. Podob-
nie jak poprzednio, okreslimy homomorfizm g : Bor/M — Bor/J,(N) wzorem
9([4]) = [A*]. Homomorficzno$¢ wynika z wlasnosci zbioréw przekatniowych.
Pokazemy, ze jest to przeksztalcenie réznowartosciowe.

Jesli g([A]) = g([B]), to A* A B* € 1,(N). Wiemy, ze réwnowaznie A A B € M.
Ale wtedy [4] = [B].

Teraz pokazemy regularnosé. Niech A bedzie rodzina w Bor /M, ktorej jedynym
ograniczeniem gornym jest [0, 1]. Najmniejsze ograniczenie g[A] bedzie postaci
B* dla pewnego B. Dla kazdego A € A mamy wtedy A* U B* = B* z doktad-
noscia do zbioru I kategorii. Ale A* U B* = (AU B)*. Czyli AU B = B. Zatem
B jest ograniczeniem A. Z zalozenia B = [0,1], wiec jedynym ograniczeniem
obrazu A jest cala ptaszczyzna. O

Powyzsze twierdzenie formalizuje intuicje przedstawiong we wstepie - ideal
J»(N) generuje algebre, w ktora regularnie zanurzone sa algebry generowane
przez N iM, pomimo ze w jego definicji odwolywalisémy sie jedynie do miary.
Pokazemy teraz, ze miedzy algebrami otrzymanymi z N iM réwniez mozna wska-
za¢ pewng zalezno$¢, ale nie mamy tam regularnosci, ktora tu uzyskaliSmy dosé
prosto. Do dowodu wykorzystamy zbiory regularnie otwarte.

Definicja. Zbiér U jest regularnie otwarty, jesli U = Int U = U~°"¢.

Uwaga. Dowolny odcinek otwarty jest regularnie otwarty.
Latwo zauwazy¢, ze przekroj dwoch zbioréw regularnie otwartych tez jest regu-
larnie otwarty.

Ponizszy lemat zostal udowodniony miedzy innymi w [5, str. 274].

Lemat 5. Dla kazdego borelowskiego zbioru B istniejg jedyne zbiory: U regu-
larnie otwarty i M mizerny, takie Ze B=U A\ M.

Dowdd. Najpierw pokazemy, ze jesli U jest otwarty, to U C U~¢¢. Oczywi-
$cie U C U~. Po dopelnieniu mamy U~¢ C U€. Zbiér U° jest domkniety, wiec
U—¢~ C U°. Ponownie patrzymy na dopelnienia, otrzymujac U C U~“"¢.
Ponownie biorac dopelnienia domknieé¢ otrzymujemy U~ ¢~¢"¢ C U~°. Z dru-
giej strony, mozemy zastosowaé¢ udowodnione zawieranie dla otwartego U~°. W
rezultacie otrzymujemy rownosé: U~¢ = U~°~°~¢. Zatem zbiér U~ ° jest regu-
larnie otwarty, a co za tym idzie, réwniez U~ °"¢ ma te wlasnosé.

Pokazemy teraz, ze dla kazdego otwartego U mozna wskazaé regularnie otwarte
V' rézniace sie od U o zbiér mizerny. Niech V = U~¢~¢. Z powyzszych rozwazai
mozna wywnioskowaé, ze U~°~°~ C U~. Zatem

UCUu“cCcu = =U".

Stad widaé, ze réznica V i U jest zawarta w brzegu U, wiec jest mizerna.

Wiemy, ze kazdy zbiér borelowski B rézni sie od pewnego zbioru otwartego U o
zbiér mizerny, wiec z powyzszego fragmentu wnioskujemy, ze rézni sie¢ od pew-
nego zbioru regularnie otwartego V' o zbiér mizerny. Pozostalo pokazaé, ze takie
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V jest jedyne.
Zalozmy, ze U,V sa regularnie otwarte, oraz réznia sie o zbiér mizerny. Poniewa-
zich brzegi sa mizerne, to U r67ni si¢ od V o zbiér mizerny i na odwrét. Zatem
U\V oraz V\ U sa mizerne. Ale sa to tez zbiory otwarte. Z twierdzenia Baire’a
musza, to byé¢ zbiory puste. Zatem zachodzi U = V. Korzystajac z regularnosci,
mozemy zapisac

U= )= ()=,

co konczy dowdd jednoznacznosci, tym samym koniczac dowod lematu. O

Twierdzenie 8. Bor/M zanurza sie w Bor /N, ale to zanurzenie nie jest regu-
larne.

Dowdd. Niech f : Bor/M — Bor/N bedzie dane wzorem f([Bly) = [Uln,
gdzie U jest regularnie otwartym reprezentantem [B]. Z lematu 5. wiemy, Ze
jest taki dokladnie jeden. Latwo mozna pokazac, ze jest to homomorfizm. Dla
przyktadu pokazemy zachowywanie przekroju. Niech A, B beda borelowskie, za$
U,V beda regularnie otwartymi reprezentantami ich klas abstrakeji w Bor /M.
Wtedy

F([AIve 0 [Blw) = f([Ule N [VIm) = F([UNV]n) =

=[UNVx = [Ulx0[Vlx = f([Aln) 0 f([Blao)-

Pokazemy, ze f jest réznowartosciowe.

Zatozmy ze f([A]) = f([B]) i niech U,V beda regularnie otwartymi zbiorami od-
powiadajacymi A i B. Z zalozenia A(U AV) = 0. Oczywicie U \ V jest otwarty.
Ale z zalozenia ma miare 0. Zatem jest to zbior pusty, czyli U C V. Analogicznie
dostaniemy V' C U. Rozumowanie identyczne jak pod koniec dowodu lematu 5.
prowadzi do wniosku, ze U = V| wiec f jest roznoawrtosciowe.

Pozostalto pokazac, ze obraz Bor/M nie jest regularny. Niech Q = {g,, : n € w}.
Dalej niech U,, = B(qp, 8.%. Sa to odcinki, wiec sa regularnie otwarte. Niech
U = {[U,] : n € w} bedzie rodzing elementéw Bor/M. Ograniczenie tej rodziny
musi (z doktadnoscig do zbioru mizernego) zawiera¢ kazdy ze zbiorow U,. Jed-
nak (|JU)® jest zbiorem nigdziegestym, wiec jest w tej samej klasie abstrakcji
co [0, 1]. Ograniczenie U od jej sumy bedzie r6zni¢ sie tylko o przeliczalnie wiele
zbioréw I kategorii, wiec jest w klasie abstrakcji catego odcinka. Jednak supre-
mum obrazu U nie bedzie petne w Bor/N. Zauwazmy, ze A(JU) < Y AU,) =

n

1. Whnioskujemy, ze obraz |JU nie jest w tej samej klasie abstrakcji co [0, 1].
Z drugiej strony, |J f[U] jest ograniczeniem f[U]. W takim razie supremum ma
miar¢ nie wigksza niz 5, wigc nie moze by¢ catym odcinkiem. Dowodzi to, ze
Bor /M nie tworzy regularnej podalgebry Bor/N. O
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