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1 Wprowadzenie

Od wielu lat postepuje intensywny rozwéj branzy ubezpieczeniowej. Celem
zaktadoéw ubezpieczeniowych jest wyptata odpowiednich Swiadczen w razie
wystapienia skutkow zdarzen losowych w zamian za regularnie wptacane
sktadki. Jedno z istotnych zagadnien polega na doborze wysokosci sktadek
oraz ustaleniu wysokosci kapitatu poczatkowego tak, aby zmaksymalizowaé
zyski i zminimalizowa¢ prawdopodobienstwa bankructwa. Odpowiednig $wia-
ta matematyki na ten problem jest teoria ryzyka. Jednym z zagadnien, ktore
bada jest tak zwana ruina. To pojecie mozna interpretowac jako wystapienie
chwili, w ktorej kapital firmy jest mniejszy od zera. Zagadnienie ruiny zostato
juz doktadnie przebadane w bardzo ogélnych modelach, m. in. w [1], [7] i [9].
W rzeczywistym swiecie moze zdarzy¢ sie rowniez sytuacja, w ktorej w jed-
nym roku kapitat firmy jest mniejszy od zera, natomiast w kolejnych latach -
wigkszy. W takim przypadku lepszym rozwiazaniem, niz oglaszanie bankruc-
twa, wydaje si¢ by¢ wziecie pozyczki lub “przeczekanie roku”. Rowniez w tym
przypadku matematyka ma propozycje jak modelowa¢ taki problem. Jest nig
paryska ruina. Oznacza ona sytuacje, w ktorej kapital firmy jest mniejszy
od zera przez pewien czas. To zagadnienie, cho¢ istotne z punktu widzenia
branzy ubezpieczeniowej, nie zostato jeszcze doktadnie zbadane. Poruszane
byto m. in. w [3] i [4]. Niniejsza praca zawiera pewne nowe wyniki w tej
dziedzinie. Zostanie w niej zbadane prawdopodobienstwo paryskiej ruiny w
przypadku dyskretnym, tzn. sytuacji, w ktorej kapital firmy jest mniejszy
od zera w kilku kolejnych chwilach. Bedac bardziej precyzyjnym, zbadane
zostanie asymptotyczne zachowanie tego prawdopodobienstwa, gdy kapitat
poczatkowy dazy do nieskonczonosci.

Rozdzial 2 zawiera niezbedne definicje, doktadny opis modelu i kilka pomoc-
niczych faktow.

Rozdziat 3 stanowi zasadniczg cze$¢ pracy. Przedstawione w nim zostang
twierdzenia dotyczace prawdopodobienstwa paryskiej ruiny. Rozdziat ten skta-
da sie z dwoch czesci. Pierwsza zawiera logarytmiczng asymptotyke prawdo-
podobienstwa paryskiej ruiny, druga - doktadna.



2 Wstep

2.1 Podstawowe definicje i uzyteczne fakty

Ten rozdziat zawiera podstawowe definicje i fakty, ktére bedg przydatne w
dalszej czesci pracy.

Moéwimy, ze funkcje rzeczywiste f i ¢ sa asymptotycznie rownowazne, gdy
limy, oo ]gcg;’g = 1. Piszemy wtedy f(u) = g(u)(l + 0(1)), gdy u — oo.
Piszemy X ~ N(u,0?), gdy X jest zmienng losowa o rozktadzie normalnym
ze $rednig p i wariancja o2. Piszemy (X,Y) ~ N([j, Z), gdy (X,Y) jest
wektorem losowym o dwuwymiarowym rozktadzie normalnym z wektorem
wartosci oczekiwanych i = (u1, po) oraz macierza kowariancji 3.

Lemat 1. Niech X ~ N(0,1). Wtedy

gdy u — oc.

Dowdd. Bez straty ogélnosci mozemy przyjac, ze u>0.
Dolne oszacowanie:
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Zatem z (1) i (2) mamy

1 w?P—1 .2 1 1 2
———¢¢ 2 < PX >ul < —-¢
Vor u? h [ ]\ V2T U

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

_u
2

PX > u] = \/12_7”1;3_132 (1+0(1)).

gdy u — oo.
To konczy dowdd. O]

Ponizszy lemat bedzie odgrywal wazng role w dowodzie gtéwnego twierdzenia
pracy.

Lemat 2. Niech f(z) = 22# + (1 —2)*! — 1, 2 € (0,1), H € (0,1). Wtedy
1) f(z) >0, gdy H € (0, 3),
2) f(z)=0,gdy H =3,
3) f(z) <0, gdy H € (5,1).
Dowéd. Zauwazmy, ze f'(x) = 2H [x?7~1 — (1 — x)2H 1],
Ad 1) Zalézmy, ze H € (0, 3). Wowczas
f'(z) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 2*% > (1 — x)?7.

Poniewaz 1 —2H > 0, to f'(z) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = <
Zatem funkcja f jest Scisle rosnaca dla x € |0, %)

[

f'(z) < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z*7 < (1 — x)*#.

Poniewaz 1 —2H > 0, to f'(z) < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = >
Zatem funkcja f jest Scisle malejaca dla x € (%, 1).

D=

f'(z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 2*¥ = (1 — x)*7.

Poniewaz 1 —2H > 0, to f'(z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy =
Stad otrzymujemy, ze funkcja f ma jedyne maksimum dla z =
Zauwazmy, ze f(0) = 0 oraz f(1) = 0.

Zatem f(z) >0, gdy = € (0,1).

Ad 2) Zalézmy, ze H = 1.

Wowezas f(z) =222 + (1 —2)?2 —1 =0, gdy = € (0,1).

D=

1
5
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Ad 3) Zalézmy, ze H € (3,1). Wowczas

f'(x) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z** > (1 — x)*.

Poniewaz 1 —2H < 0, to f'(z) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = >
Zatem funkcja f jest Scisle rosngca dla x € (%, 1).

D=

f'(z) < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 2*% < (1 — x)?7.

Poniewaz 1 —2H < 0, to f'(z) < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = <
Zatem funkcja f jest $cisle malejaca dla x € [0, %)

[

f'(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z*7 = (1 — x)*#.

Poniewaz 1 — 2H < 0, to f'(z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 1.

Zatem funkcja f jest ma jedyne minimum dla x = %

Zauwazmy, ze f(0) =0, f(1) =

Zatem f(z) <0, gdy = € (0, 1).

To konczy dowdd. O

Niniejszy fakt ilustruje pewna uzyteczna w dalszej czesci pracy whasnosé
dwuwymiarowego rozktadu normalnego.

Lemat 3. Zalézmy, ze (X,Y) ~ N((0,0), E), gdzie ¥ = (; '(1)> . Wtedy

(X,Y)N(X,pX—|— 1_p22>7
gdzie Z ~ N(0,1) oraz Z jest stochastycznie niezalezne od X.

Dowéd. Niech Z ~ N(0,1) oraz Z bedzie stochastycznie niezalezne od X.
Niech Y = pX + /1 — p2Z. Wowezas Y jest zmienna losowa o rozkladzie
normalnym. Wystarczy sprawdzic, ze Var[Y] = Var[Y], E[Y] = E[Y] oraz
Cov(X,Y) = Cov(X,Y).

Mamy

Var[Y] = p?Var[X] + (/1 = p2)*Var[Z] = p* + (1 — p*) = 1 = Var[Y],
E[Y] = pE[X] 4+ /1 — p?E[Z] = 0 = E[Y],
Cov(X,Y) = Cou(X, pX + /1 — p2Z) = pCov(X, X) + /1 — p2Cov(X, Z)

=p-14+4/1=p2-0=p=Cov(X,Y).

Zatem otrzymujemy, ze (X,Y) ~ (X,Y).
To konczy dowdd. ]



Nastepujace trzy lematy zostaly udowodnione przez Elnaggara oraz
Mukherjea w [6].

Lemat 4. Niech (X,Y) ~ N((0,0),3), gdzie & = (; f) . Niech a > 0,

6>O,a<ﬂ,p<g.Wtedy

_ (A= pPPePB yetelomesp
= 2rt2(a — pB) (B — pa)© ’ (1+0(1)),

P[X > at,Y > Bt

gdy u — oo.

Lemat 5. Niech (X,Y) ~ N((0,0),3), gdzie & = C} i’) . Niech a > 0,

ﬁ>0,a<ﬁ,p>g.Wtedy

PX > at,Y > (t] = %1/2_6§ﬂ2t2<1 + 0(1)),
m

gdy u — oc.

Lemat 6. Niech (X,Y) ~ N((0,0), %), gdzie & = </1) f) . Niech a > 0,

ﬁ>0,a<ﬁ,p:g.Wtedydlat>O
1
§IP’[Z > 0t < PX > at,Y > 5t] <P[Z > S5t

gdzie Z ~ N(0,1).

Nastepujaca klasa proceséw stochastycznych graé¢ bedzie kluczows role w
dalszych rozwazaniach.

Definicja 2.1. Utamkowym ruchem Browna {Bg(t) : t > 0} z parametrem
Hursta H € (0, 1] nazywamy proces stochastyczny spelniajacy nastepujace
warunki

1) Bg(0) = 0 prawie na pewno,

2) Bpy(t) ma rozktad normalny ze $rednia 0,



3) Cov(Bu(t), Bu(s)) = §(#2 + s — |t — s*1).

Uwaga 1. Utamkowy ruch Browna jest uogélnieniem ruchu Browna, w
ktorym odrzuca si¢ zatozenie o niezaleznosci przyrostow. Zauwazmy, ze dla
H = § proces {B%(t) :t > 0} jest ruchem Browna.

Lemat 7. Przyrosty {Bg(t) : t > 0} sa

1) ujemnie skorelowane, gdy H € (0, 3), tzn. dla dowolnych 0 <ty < ¢
zachodzi C’ov(BH(to), By (ty) — BH(tO)) <0,

2) niezalezne, gdy H = 1, tzn. dla dowolnych 0 < ¢y < t; zachodzi
Cov(Bu(to), Bu(t:) — Bul(to)) =0,

3) dodatnio skorelowane, gdy H € (%, 1) tzn. dla dowolnych 0 < tg < t;
zachodzi Cov(BH(to), By (ty) — BH(to)) > 0.

Dowdd. Zauwazmy, ze dla dowolnych 0 < ¢y < t; zachodzi
Cov(Bu(te), Bu(t) — Bu(to)) = 5 (837 — 137) — (t, — 10)*).
Teza wynika z Lematu 2. [

Utamkowy ruch Browna z parametrem Hursta H € (%, 1) ma tzw. wlasnos¢
dalekiego zasiegu, co ilustruje nastepujacy lemat.

Lemat 8. Niech H € (1,1). Wowczas proces { By (t) : t > 0} ma whasnosé
dalekiego zasiegu, tzn. >°, Cov (BH(O), Bp(i+1) — BH(Z)) = 00.

Dowdd. Dow6d wynika z Twierdzenie 7.2.11 [10], str.337. O

2.2 Model

Jednym z wielu modeli badanych w teorii ryzyka jest klasyczny proces ryzyka

N()
Ut)y=u+ct—> X,

i=1

gdzie u > 0 jest kapitatem poczatkowym, ¢ > 0 jest intensywnoscia wptaca-
nych sktadek, {X; : i € N} jest ciagiem nieujemnych niezaleznych zmiennych
losowych opisujacych wysokosci kolejnych odszkodowari, a N(t) jest proce-
sem Poissona z parametrem A > 0 modelujacym chwile, w ktorych nastepuja
zadania. Model ten zostal opisany na przyktad w [2].



Okazuje sie, ze odpowiednio przeskalowany proces ryzyka zbiega do proce-
su ryzyka, w ktérym wystepuje ruch Browna. Bardziej formalnie, dla ciggu
U,(t) proceséw ryzyka zdefiniowanego nastepujaco

N(nt)

1
Ut) = uteat — — 3 X,
i &

gdzie

1) zmienne losowe X; maja wartos¢ oczekiwana p oraz skonczona warian-
2
cje o7,

2) ¢, = c+ \uy/n,
3) N(t) jest procesem Poissona z parametrem A > 0,
zachodzi nastepujace twierdzenie udowodnione przez Igleharta w [4].

Twierdzenie 1. Ciag procesow ryzyka U,(t) zbiega stabo do procesu u +
ct — VAo B(t), gdzie B(t) jest ruchem Browna.

[stnieje rowniez matematyczne uzasadnienie dla rozwazania pewnego uogol-
nienia poprzedniego procesu, w ktérym zamiast ruchu Browna wystepuje
utamkowy ruch Browna. W [7] wykazano, ze u + ¢t — By(t) dla H > 1 sta-
nowi graniczny model dla pewnego ciggu klasycznych proceséow ryzyka.

W niniejszej pracy bedziemy rozwazali nastepujacy proces ryzyka

U (t) = u+ ct — By(t). (3)

Okazuje sie, ze (3) dobrze modeluje sytuacje finansowa duzej firmy ubez-
pieczeniowej, do ktorej zgloszenia wyptaty odszkodowan przychodza bardzo
czesto. Wielkos¢ u > 0 jest kapitalem poczatkowym, ¢ > 0 jest stala in-
tensywnoscig wptacanych sktadek, a utamkowy ruch Browna odpowiada za
wyptate odszkodowan.
Niech T" > 0. W przypadku ciagtym, méwimy, ze w czasie [0, 7] zaszta ru-
ina dla procesu Uy (t) zdefiniowanego w (3), gdy istnieje i < T takie, ze
Uy (i) < 0. Prawdopodobieristwem ruiny przy kapitale poczatkowym wu nazy-
wamy

mpr(u) =P inf (u— Bg(t) +ct) < 0] =P[ sup (—u+ Bu(t) —ct) > 0].

0<t<T 0<t<T

W przypadku klasycznego zagadnienia ruiny dla utamkowego ruchu Browna
znane sg zaréwno logarytmiczna asymptotyka prawdopodobienstwa ruiny,
jak i doktadna. W szczegdlnosci, w modelu ciggltym, zachodza nastepujace
twierdzenia.



Twierdzenie 2. Niech {By(t) : t > 0} bedzie utamkowym ruchem Browna
z parametrem Hursta H € (0, 1]. Niech T" > 0. Wéwczas

log (WHT(U)>

u? T oTH (

1+ 0(1)),

gdy u — 0.

Twierdzenie 3. Niech {Bpy(t) : t > 0} bedzie utamkowym ruchem Browna
z parametrem Hursta H € (0, 1]. Niech T > 0. Wéwczas

1) Jesli H < 3, to

HQH U% _ (uteT)?
mir() = o e T (L o(1),

)

max —tH
gdy u — oo, gdzie Hy = limp_, %E[e Ogth(ﬁB%(t) ! )}

2) Jesli H = 1, to

1

1 T2 (uteT)?

i) =2 e (o)

gdy u — oo,

3) Jesli H € (3,1), to

1 TH  (uter)?
mir() = o=l (14 o(1),

gdy u — oo,

4) Jesli H =1, to

1 T  (utem)?

e 272

) =t

gdy u — o0.

Twierdzenie 3 zostalo udowodnione w [5], a Twierdzenie 2 jest z niego pro-
stym wnioskiem.

Zagadnienie ruiny mozna réwniez rozpatrywa¢ w czasie dyskretnym. W ni-
niejszej pracy bedziemy koncentrowaé sie na tym przypadku.

Niech T" € N. W przypadku dyskretnym, méwimy, ze w czasie [0, T] zaszla
paryska ruina dla procesu Ug(t) zdefiniowanego w (3), gdy istnieje i € N

10



takie, ze i + 1 < T, Ug(i) < 0 oraz Uy (i + 1) < 0. Prawdopodobieristwem
paryskiej ruiny przy kapitale poczatkowym u nazywamy

ﬁH,T(u) = P[31<i+1§T . BH(Z) > u+ Ci, BH(Z + ].) > U+ C(Z + 1)]

W Rozdziale 3 zbadamy prawdopodobienstwo paryskiej ruiny dla procesu
ryzyka (3). W szczegdlnosei znajdziemy jego logarytmiczng asymptotyke dla
H € (0,1) oraz, dla H > % doktadng asymptotyke. Zauwazmy, ze przypadek
H =1 jest nieciekawy, poniewaz dla kazdego t > 0 mamy B (t) = tZ, gdzie
Z ~ N(0,1).

11



3 Prawdopodobienstwo paryskiej ruiny

3.1 Logarytmiczna asymptotyka

Nastepujace twierdzenie opisuje logarytmiczng asymptotyke prawdopodobien-
stwa paryskiej ruiny. W celu jego udowodnienia postuzymy sie kilkoma
pomocniczymi lematami.

Twierdzenie 4. Niech {Bg(t) : t > 0} bedzie utamkowym ruchem Browna
z parametrem Hursta H € (0,1). Niech 7' € N. Wowczas

1) dla H € (0, 3) mamy

lim log(7 Hf(u))
U—00 U

1 1 1

2(T = DM 1 — (3 ey (T2 + (T = 1)2H — 1))’

2) dla H = ; mamy

_dog(ap(w) 1 1
im —2 =
U—00 u? 2 (T _ 1)2H’

3) dla H € (3,1) mamy

log(7 1 1
g 08(rr(w) 11
u—00 u? 2(T —1)%H
Niniejszy lemat postuzy do znalezienia logarytmicznej asymptotyki
prawdopodobienstwa paryskiej ruiny.

Lemat 9. Niech {Bg(t) : t > 0} bedzie utamkowym ruchem Browna z
parametrem Hursta H € (0,1). Niech s < t. Wéwczas
1) dla H € (0, 1) mamy
, log(P[Bu(t) > u+ ct, Bu(s) > u+ cs))
im

U—00 U2
11 (t —s)*H
9 g2H{2H 1 _ (%sHltH (tQH 4og2H |t _ 3‘21{))2’

2) dla H = % mamy

11
e

lim log(P[By(t) > u+ ct, Bu(s) > u + cs))

U—00 u2




3) dla H € (3,1) mamy

, log(P[Bg(t) > u+ ct, Bu(s) > u+ cs)) 11
im -

U—00 u2 2 g2H"

—

Dowdéd. Niech a = j—g, f=1ip= C’ov(BfH(t), Bfés ).
Wowczas p = 5o (827 4 s — |t — s]*7) oraz

By(t) u+ct Bg(s) - u+ct

By(t) sfu-+ct By(s) u+tct
:P[tH t?sH’sH>sH]
< P[Bg(t) > u+ct, Bg(s) > u+ cs]

By(t)  uw+ct Bu(s)  u+ecs
=Pl HH (I gH © g ]
< P[BHH(t) %u —l—Hcs’ BHISS) - u—i—Hcs]

t t s s s

By (t u+cs Bp(s u+cs

=P f;)>a T gls)>ﬁ T ]

Z (4) wynika, ze
u2
_ log (P2 > i, 22 > i)

X

2

u
Bp(t H B

_ log (P[P > 4 e, P> 1))

X .

u2

Ad 1) Zalézmy, ze H € (0, 5). Wowczas 5>p-

Zauwazimy, ze i—g>p wtedy 1 tylko wtedy, gdy (f)QH -1+ (1 — (f))

: S S S 2H
Niech f(2) = () =1+ (1-(3)) .
Zauwazmy, ze 0 < 2 < 1.

2H

Korzystajac z Lematu 2 dla funkcji f otrzymujemy, ze f(7)>0, czyli

Wr6émy do oszacowania (4). Z Lematu 4 otrzymujemy, ze

13
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Bu(t)  sfu+ct By(s) u+ct

(B O gH g 0 GH T gH ]

(1 )3/2 252 émi_gmﬂ(uﬂt

— 1—p s
2m ()2 (o — pB)(B — pa)

gdy u — oo

Pl

"(1+0(1),

oraz
IP’BH(t) su+cs By(s)  u+cs
| tH [T |

(1— )3/2 232 M(um)

= EE R a— BB =) (1+0m).

gdy u — 0.

Poniewaz zachodzi (5),

' log (P[BfH(t)>iH u:—;t’ BfI_ES)>u+Ct]) 1 O[Q + ﬁQ _ 2paﬁ 1
lim - _-
U—00 u? 2 1— p2 g2H
oraz

. log (P[BfI—I(t)>%u;_}§S, Bfés) >uEe]) 1a?+ B2 —2paf 1
lim - _- 7
U—00 u? 2 1— p2 g2H

wiec korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy teze.
Ad 2) ZaléZmy, ze H = 1 Wowczas =p.

2H

Zauwazmy, ze < = p Wtedy i tylko wtedy, gdy (f) -1+ (1 — (f)) =0.
. s 2H

Niech f(2) = (;) 1+ (1-(®))".

Zauwazmy, ze 0 < 2 < 1.

Korzystajac z Lematu 2 otrzymujemy f(3) = 0, czyli % = p.

Wréémy do oszacowania (4). Z Lematu 6 otrzymujemy, ze

1 u+ ct Bu(t)  su+ct Bg(s) Jutet, L utct

sH]g]P)[ tH tH gH ' gH SH]\

1 u+cs Bu(t)  sfu+cs By(s)  u+cs u+cs
= <ISH>szng’5”:3[1’>5H]< >

14



gdzie Z ~ N(0,1).
Korzystajac z (4), (6) i (7) otrzymujemy

1 t
SPIZ > U < P[Bu(t) > utet, Buls) > u+es) <PZ > ST ()
S

SH
Z (8) wynika
log (§P[Z > “4']) log (P[Bu(t) > u+ct, Bu(s) > u+cs]) log(P[Z > “5)) -
< < :
u? u? u?

Ponadto zachodzi
log (AP[Z > =¢]) 1 1

Jim u2 T T o gH
oraz

g (PZ> ) 1
T

wiec korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy teze.
Ad 3) Zalézmy, ze H € (3,1). Wowczas 5 <p
. . . 2H
Zauwazmy, ze § < p wtedy i tylko wtedy, gdy (2)2H -1+ (1 — (f)) < 0.
: s s o\ 2H
Niech f(3) = (3)% =1+ (1-(3))
Zauwazmy, ze 0 < 3 < 1.
Korzystajac z Lematu 2 otrzymujemy f(3) < 0, czyli 5 <p
Wr6émy do oszacowania (4). Z Lematu 5 otrzymujemy, ze

Bu(t)  sfu+ct By(s) u+ct 1 _1gp(utety
Pl tH G GH g T GH 1= 5(1&11&)\/%6 o <1 +O(1))’
gdy u — oo
oraz
By(t)  s"u+cs By(s) u-+cs 1 g2 (wtes)?
Pl g O G g g ]:ﬁ(ibfs)\/%e Co (1+0(1)>’
gdy u — oo.
Poniewaz zachodzi (5),
o Jog (PP > st Pttty 1 2
st w2 BCYEL]
oraz
y log (P[BfH(t)>%uj;s’ Bf}gs)>u:Hcs]> B 1 62
Jimg, " s
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wiec korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy teze.
To konczy dowdd. O]

Lemat 10. Niech By (t) bedzie utamkowym ruchem Browna z parametrem
Hursta H € (0,1). Niech T' € N. Wowczas

IOg (P[Ellgi<j§T . BH(Z) > U+ Ci, BH(j) > u+ C]])

= log (max1<i<j<TIP’[BH(i) > u+ ci, By(j) > u+ cj]) (1 + 0(1)),
gdy u — oc.

Dowaéd. Zauwazmy, ze

IOg (max1<i<j<T]P’[BH(i) > U+ Ci, BH(j) >u+ C]])
<log (PPhcicjcr : Buli) > u+ ci, Bu(j) > u+ cj])
> P[Bu(i) > u+ci, Bu(j) > u+cjl)

Czyli

lOg (ma:vKKng}P’[(BH(i) > u 4+ Ci, BH(]) >u+ Cj)])
< lOg (P[31§i<j§T : BH<Z) > u + ct, BH(j) >u+ Cj])

T . . . .
< log (<2>) + log (max1<i<j<T]P>[BH(z) > u+ci, By(j) > u+ cy]).
Dzielac obustronnie przez u? otrzymujemy

log (maxngng]P’[BH(i) > u+ ci, By (i) > u+ cj])
2

u
lOg (]P)[Ellgi<j<T . BH(Z) > u+ Ci, BH(]) > u+ Cj])
X 02
< IOg ((g)) + IOg (maw1<i<j<T]P’[BH(i) > U+ Ci, BH(j) > U+ C]]) .

u2
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Poniewaz zachodzi

log (maxngngIP’[BH(i) > u+ i, By (i) > u+ cj])

lim

U—00 u?

. log ((g)) + log (maxKKKT]P’[Bf(z') > u+ci,By(j) > u+ cj]) |
U—00 u

wiec korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

log (P[Ehgiqu : By (i) > u+ci, By(j) > u+ cj])

= log (max1<i<j<TIP’[(BH(i) >u+ci,By(j) >u+ cj)]) (1 + 0(1)),
gdy u — oc.
Co byto do udowodnienia. O]

Ponizszy lemat redukuje problem znalezienia asymptotyki prawdopodobien-
stwa paryskiej ruiny do znalezienia prawdopodobienstwa wystgpienia ruiny
w dwodch kolejnych chwilach.

Lemat 11. Niech By(t) bedzie utamkowym ruchem Browna z parametrem
Hursta H € (0,1). Niech T" € N. Wéwcezas

fr(u) =PBy(T = 1) > u+c(T = 1), Ba(T) > u+ cT](1+o(1)),
gdy u — oo.
Dowdd. Zauwazmy, ze

P[By(T —1) > u+ (T — 1), By(T) > u+ cT]

Wystarczy zatem pokazaé, ze dla H € (0, 1) i kazdego 1 < i < T zachodzi

P[Bp (i) >u-tc(i), By (i+1) >utc(i+1)]
lim tog (MBII;I(TL—1)>u+c(nH_1),BH(n)>u+cn})

U—00 u2

< 0.

W tym celu rozwazymy dwa przypadki.
Ad 1) Niech H € (0, 3).
Korzystajac z Lematu 9 otrzymujemy, ze

log (P[Bu(i) > u+ci, By(i+1) >u+c(i+1)]) 1 1 1
u2 - T2@H(j 4 1)2H ] — p2 (H'O(l))’
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gdy u — oo,
gdzie p = &t (6 + 1) 42 — 1)),
Zatem wystarczy zminimalizowaé nastepujaca funkcje

(i) : !
9\V) = S 2H 2
1+ 1 ) .
( ) 1 - (;iH(i—lH)H <(Z + 1)2H - 42H — 1))
4

—((i+ 1) +i2H)2 +202H 423+ 1)2H — 1

Réwnowaznie, musimy zmaksymalizowaé¢ nastepujaca funkcje

2
hi) = = ((+ 1) +27)" + 2°7 4 23+ 1) 1.
Zauwazmy, ze

h/(l) — 4H[(’L + ].)QH_ll'QH + (Z + 1)2H1232H_1 + 7:2H_1 _ 7:4H—1 + (Z + 1)2H—1 _ (Z + 1)4H—1]
— 4H[(l + 1)2H—1(Z~2H + 12H> + iQH_l((i + 1)2H + 12H) _ i4H_1 _ (Z + 1)4H—1]
(10)
SAH[(i 4 1771 i+ 1) 4+ 277 (@ 427 — 7 — (i 4 1)
— 4H[(l + 1)4H—1 + iQH_l(i + 2)2H _ Z~4H—1 _ (Z + 1)4H—1] > 0.

W (10) korzystamy z nieréwnosci (i + 1)2 < 42 + 1, ktéra zostata
udowodniona w Lemacie 2 i zachodzi dla kazdego ¢ > 0 i dla kazdego

H € (0, 3).

Stad h(i) jest $ciSle rosnaca. Zatem swoje jedyne maksimum dla

1 <i< T —1osiaga w punkcie i =T — 1. Stad ¢(i) osiaga swoje jedyne
minimum w punkcie ¢ =T — 1.

To potwierdza teze.

Ad 2) Niech H € [3,1).

Korzystajac z Lematu 9 otrzymujemy

log(P[By (i) > u+ ci, Bg(i+ 1) > u+c(i + 1)]) _ —}i(l n 0(1)>

u? 242H

gdy u — o0.

Zatem wystarczy zminimalizowaé nastepujaca funkcje g(i) = Z%H Funkcja
g(i) jest $cisle malejaca. Zatem swoje jedyne minimum dla 1 <i <7 —1
osigga w punkcie 1 =T — 1.

To konczy dowdd. O

Dowéd Twierdzenia 4. Wynika bezposrednio z Lematu 11 i Lematu 9, gdy
s=t—1. [
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3.2 Dokladna asymptotyka

Nastepujace twierdzenie jest gtéwnym wynikiem pracy. Dotyczy ono
modelu (3) dla H € [3,1). Przypadek H € (0, 3) jest bardzo trudny i nie
bedzie analizowany w niniejszej pracy. Ma on takze mniejsze znaczenie
aplikacyjne, gdyz, jak wynika z [7], w granicznych modelach ryzyka
wystepuje jedynie utamkowy ruch Browna z parametrem H € [%, 1).

Twierdzenie 5. Niech By(t) bedzie utamkowym ruchem Browna z
parametrem Hursta H € [3,1). Niech T € N. Wowczas

1) dla H =1 mamy

Pz T -1 w2+ 2uc(T—1)+c2(T-1)2
Py = 2 >4 T (14 o),
\/27T(u + (T — 1))

=
gdy u — oo,

2) dla H € (3,1) mamy

T —1)H w24 2uc(T—1)4c2(T—1)2
ﬁ’H,T(U) — ( ) e (T—1)2H (1 + 0(1)>’

\/%(u + (T — 1))

gdy u — 00.

Dowdd twierdzenia bedzie wnioskiem z ponizszego lematu i Lematu 11.

Lemat 12. Niech {By(t) : t > 0} bedzie utamkowym ruchem Browna z
parametrem Hursta H € [%, 1). Niech 0 < i < j. Wéwezas

1) dla H = { mamy

IP)Z ) — 1 ] u242ucitc2i?
(i)>u+ci,B§(j)>u+cj]: 2> cly Z)]\/Z-e_ B (1—|—0(1)),

PIB Var(u + cl)

1
2

gdy u — oo, gdzie Z ~ N(0, 1);

2) dla H € (3,1) mamy

ZH 7u2+2uci+c2i2

P[Bi(i) > u + i, Bu(j) > u+¢j) = —————— ¢~ (1+0(1)),

V21 (u + ci)

gdy u — o0.
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Dowdd. Korzystajac z Lematu 3 dla wektora (BH(Z'), By (j)) otrzymujemy

(Bu(i), Bu(j)) ~ (Bu(i), (1) pBu(i) + j/T = p?Z), gdzie Z ma rozktad
standardowy normalny oraz jest stochastycznie niezalezne od By (i), a

p= QiHle (]2H + ,l'QH _ (] _ Z)QH)

Mamy zatem

P[By (i) > u + ci, By(j) > u + ¢j]

= P[By(i) > u + ci, (%)HpBH(z') + 71— p2Z > u+ ¢j]

= P[By(i) > u+ci, 77\/1 — p2Z > u+cj — (L) pBy (4)).

i

Ad 1) Niech H = 3.

Zauwazmy, ze dla H = % zachodzi

A N Y T U W
1= () =1 /M¢EQ+Z (j—1i)) =1 52i=1-1=0.

Dolne oszacowanie:

Pﬁﬁu)>u+aJHwy—ﬂZ>u+p¢—%Y%BH@]
. o AN :
> P[By (i) > L= p2Z > — (=
[Br(@) > utci, j7 1= p*Z > utcj = (7) 7" plu+ci)]

= B[Bu(i) > u+ci] - B\ 1= p?Z > o = ()" pi)

=P[By(i) > u+ ci] - P[j*\/1 — p2Z > ¢(j —1)].

20



Gérne oszacowanie:
Pﬁhﬁf>u+de¢fj3Z>u+qf—ZY%BH@]

= P[By(i) € (u+ d, u+cz+— L1 = 22 > utcj - *) pB (i)
+]P’[BH(i)>u—|—ci+\/a,jH\/:Z>u+c'— () By (i)

< P[Bg(i) € (u+mu+m+—— JZ>u+@%—)MU+d+Q%H
+Pwﬁo>u+a+V%JHwaﬂZ>u+@—JpBﬂm

— P[Bu(i) € (u+m1khn+4f J4472>u+q—»ﬁ mu+m+gzﬂ
+Pwﬂ)>u+m+—fJHijiz>u+@—‘ﬁPBﬂH

= BBy (i) > u+ all - BT 022 > (1= (1)) + e = () "0i) — ()]

1
+P[By (i) > u+ ci + —]

Vu

= P[By (i) > u+ ci] - P[jH/1 — p2Z > c(j — i) — —=]

1
Vu
+P[By (i) > u+ci+ L]

Vi

=P[By(i) > u+ci] - P[j"\/1 = p2Z > c(j — )] (1 + o(1)).
Stad otrzymujemy
P[By (i) > u + ci] - P[j7 /1 — p2Z > ¢(j — )]

< P[By(i) > u+ci, j \/1—7Z>u+cy— —) pBg(i)]
< P[By(i) > u+ci] - P[j"\/1 — p2Z > c(j — i) — L]

Vu

+P[By(i) > u+ ci + \}ﬂ]

7 faktow, ze

lim PV — p*Z > c(j — )] 1 ihmP[BH(')>u+ci+%]
= PHT = p?Z > oj — i) — 2] i=se  P[By(i) > u+ cil
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wynika

lim (P[By(i) > u+ci] - P[j\/1 - p2Z > c(j — 1))

U—0o0

— lim (P[Bu(i) > u+ci] - B\ /1 = 22 > e(j — i) — \}a])
+ lim P[By (i) > u+ci+ \/15]

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach i Lematu 1 dla
P[By(i) > u + ci] otrzymujemy teze.

Ad 2) Niech H € (3,1).

Zauwazmy na poczatku, ze dla H € (%, 1) zachodzi

N IN R 2 | 2H .o
1= p=1-() QZ.HJ.H(J +iM — (= i)*)
1
:1—ﬁ<j2H+i2H—(j—i)2H)<0.

Réwnowaznie, 1 < 55 (jZH + 22 — (5 — )% ) wtedy i tylko wtedy, gdy

, S \2H
0<1- (%)21{ — (1 — (;)) , co wynika z Lematu 2.
Dolne oszacowanie:

P[By (i i1\ — p2Z (1) oBy(i
[Br (i) > u+ci, j P2 >utcj— (%) ’ 1 ()]
> P[By (i) > u+ci, j7\/1 — p2Z > u+cj — (‘Z)Hp(u + ci)]

i

= P[By(i) > u+ci, "1 - p*Z > u(1 - (Z)Hp) +c(j - (Z)sz')]

= B[Bu(i) > u-+ ci] - BT = 27 > (1= (1)p) +e(j - (Z)Hm)].
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Goérne oszacowanie:

P[By (i) > u + ci, j \/7Z>u+03— f)H,OBH(Z')]

= P[By(i) € (u+ ci, u+cz+— JIL =22 > ucj - f) pBu (i)

+P[By (i) > u+ ci+ \;ﬂ,jHMZ >u+cj— (%) pBr(i)]

<Puﬁ@)e@r+mw+wﬁ+1Lfﬂﬁ—wﬁ2>u+%ﬁ—(@HMU+ff+V%ﬂ
P[BH()>u+cz+7,jH\/1—72>u+0j )HpBH(i)]

1
= P[Bg(i) € (u+czu+cz+— P[i"\/1—p2Z > u+cj — 7) p(u+ ci+ —)]

\/a
+P[BH()>u+cz+—,jH\/1— 27 >u+cj — ) pBu(1)]
H , N iy 1
<PIB(0) > utci]- P =027 > u(l = C)p) (i = (D)0i) = ) b7
+P[By (i) > u+ci + \}ﬂ]
Stad otrzymujemy
P[Bu(i) > u+ ci] - P[j"\/1 - p?Z > u(1 - (Z)Hp) +e(j - (‘Z)Hpi)]
< P[By(i) > u+ci, 771 — pPZ > u+cj — (%)HpBH(i)]
< BBy () > u-t el P22 > u(1 = (5)75) (i = (1)70i) = (5072

1
+P[Bg(i) > u + ci + —=]

Ja
7 faktow, ze

Jim P aval Z>u(1— < p)+c(j—(Z)sz')]:1
oraz

P[By (i) > u+ ci+ —=
fig ) > Vil
u—=co  P[By(i) > u + ci
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wynika

lim P[By (i) > u + ci]

U—0o0

= Jim (BIBy() > ut ci] B 1= 22 > u(1 - (;,)Hp) o) - (‘Z)Hpi) y

uU—00

1
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach i Lematu 1 dla
P[Bg (i) > u + ci] otrzymujemy teze. O

Dowéd Twierdzenia 5. Na mocy Lematu 11 wiemy, ze
#nr(u) = PBy(T — 1) > u+ (T — 1), By(T) > u+cT)(1 + o(1)),

gdy u — oo. Wystarczy zatem znalez¢ asymptotyczne zachowanie
PBu(T —1)>u+c(T —1),Bu(T) > u+ T, gdy u — oo. Z Lematu 12
zastosowanego dla i =T — 1 oraz j = T wynika teza. O

Uwaga 2. Korzystajac z tych samych metod co w dowodzie Lematu 12
mozemy udowodni¢ analogiczny wynik dla prawdopodobienstwa paryskie;
ruiny, w ktérym ruina nastepuje w k kolejnych chwilach. Posta¢
asymptotyki znacznie si¢ jednak komplikuje wraz ze wzrostem k. Dlatego w
niniejszej pracy ograniczyliSmy sie do przedstawienia wynikéw jedynie w
przypadku k = 2.
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