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Wstep

Majac dany taricuch Markowa, chcemy poznaé¢ odpowiedzi na pytania: jakie jest prawdopodobieri-
stwo, ze spacer startujacy z wierzchotka x trafi w wierzchotek y, zanim dotrze do wierzchotka z7 Ile
czasu potrzebujemy, zeby trafi¢ w wierzchotek y? Ile czasu potrzeba, aby odwiedzié przynajmniej raz
kazdy z wierzchotkow? Odpowiedzi na te pytania mozemy znalezé, szukajac analogii pomiedzy tancu-
chami Markowa, a sieciami elektrycznymi. Chcemy zdefiniowaé sie¢ elektryczna, a nastepnie znalezé
probabilistyczne interpretacje odpowiednich wielkodci i zwiazki pomiedzy nimi.

W pierwszym rozdziale zdefiniujemy sie¢ elektryczna, przytaczajac odpowiednie definicje i twierdze-
nia, zaczerpniete z literatury. W rozdziale drugim dokonam samodzielnej analizy czaséw pokrycia dla
kilku szczegblnych przypadkow graféw, bazujac na teorii przedstawione] we wczesniejszym rozdziale.



1 Wprowadzenie do sieci elektrycznych

1.1 Sieci elektryczne

Rozwazmy graf G = (V| F), wraz z okreslona na nim siecia elektryczna:

e Dla kazdej krawedzi e € E dana jest jej przepustowosé (konduktancja) C'(e). Odwrotnos¢ prze-
pustowosci nazywamy oporem (rezystancja) krawedzi R(e). Zakladamy, ze C(e) € [0, 0o].

e Dla kazdego wierzchotka = € V dany jest jego potencjat v(z). Roznice potencjalow miedzy dwoma
wierzchotkami z,y € V nazywamy napieciem U(z,y) = v(z) — v(y). Jezeli e jest krawedzia
wychodzaca z wierzchotka = skierowana do wierzcholtka y, mozemy zapisaé U(e) = U(x,y).

e Przez kazda krawedz e € E plynie prad o natezeniu i(e). Jezeli e jest krawedzia taczaca wierz-
chotki z i y, to mozemy zapisac i(e) = i(z,y).
Powyzsze wielkodci powiazane sa ze sobg nastepujacymi prawami:

e Prawo Ohma - dla kazdej krawedzi e € £ mamy

e I Prawo Kirchhoffa - dla kazdego wierzchotka x € V' zachodzi

Zl(l’,y) =0,

y~x

gdzie y ~ x oznacza sumowanie po tych wierzchotkach, ktore sa potaczone krawedzia z wierz-
chotkiem z.

1.2 Zwiagzki pomiedzy sieciami elektrycznymi, a laticuchami Markowa

Majac dang sie¢ elektryczna mozemy zdefiniowaé na niej spacer losowy w nastepujacy sposob. Niech
x € V. Wowczas dla y ~ x okreslamy:

~ Cly) . Clxy)
Pley) = 0t = )

Dla danego taricucha Markowa nie zawsze jednak jest mozliwe okreslenie réwnowaznej sieci elektryczne;j.
Jest to mozliwe tylko w przypadku odwracalnych spaceréw losowych, tzn. takich, ze dla dowolnych
x,y € V spelnione jest

m(x)P(x,y) = m(y) Py, )

Wowczas mozemy okresli¢ przepustowosci krawedzi:
C(z,y) = m(x)P(z,y)

Oczywidcie mozemy przemnozy¢ przez staly wszystkie przepustowosci w grafie bez zmiany zachowania
taricucha. Zauwazmy, ze warunek odwracalnosci gwarantuje, ze definicja przepustowosci nie zalezy
od wyboru wierzchotka, tzn. C(x,y) = C(y,z). Warunek odwracalnosci jest spelniony przez kazdy
prosty spacer losowy, tzn. taki w ktorym w kazdej chwili wychodzimy z danego wierzchotka jedna z
krawedzi i wybér kazdej jest jednakowo prawdopodobny, czyli wszystkie krawedzie maja jednakowe
przepustowosci (i takie wlasnie bedziemy rozwazaé¢ w rozdziale 2).



1.3 Funkcje harmoniczne

Rozwazamy graf spojny G = (V, E) z prawdopodobieristwami przej$¢ P(x,y). Zbior wierzcholkow V
dzielimy na dwa rozlaczne zbiory: wnetrze (D) oraz brzeg (B), w taki sposéb, aby kazdy wierzchotek
z brzegu byl potaczony krawedzia z co najmniej jednym wierzchotkiem z wnetrza grafu.

Definicja Funkcja f jest harmoniczna na D, jezeli dla kazdego x € D

f@) =Y Plx,y)f(y)-

Yy~x
Fakt Dla funkcji fo : B — R istnieje jej jednoznaczne rozszerzenie do funkcji f : V. — R harmo-

nicznej na D.

Przedstawmy B jako sume roztacznych zbioréw A i Z: B = AU Z. Rozwazmy funkcje p : V. — R,
taka ze dla kazdego x € V, p(x) oznacza prawdopodobieristwo, ze spacer losowy startujacy z = trafi w
A zanim trafi w Z. Zakladamy, ze p | A =1 oraz p | Z = 0. Oczywiscie funkcja p jest harmoniczna na
D. Latwo pokazac, ze funkcja potencjatu v zdefiniowana na brzegu B, jest harmoniczna na D. Niech
v [ A=1oraz v | Z =0. Z jednoznacznosci rozszerzenia wynika, ze v = p. Co za tym idzie, potencjat
danego wierzchotka oznacza prawdopodobieristwo, ze startujacy z niego spacer losowy uderzy w A,
zanim uderzy w Z.

1.4 Prawdopodobienstwo ucieczki i op6r efektywny

Zalozmy, ze A = {a} oraz Z = {z} i polézmy napiecie v(a) = 1,v(z) = 0. Rozwazmy prad *
wplywajacy do uktadu w punkcie a. Wowczas:

= Zi(a,$) = Z W — Z(l —v(x))C(a,x) = C(a) (1 — zv(x)P(a,:p))

r~a r~a r~a r~a

Poniewaz v(z) oznacza prawdopodobieristwo powrotu do a zanim dotrzemy do z to 7 oznacza praw-
C(a)

dopodobienistwo, ze po wyjsciu z a trafimy w z przed powrotem do a. Nazwiemy te warto$é¢ prawdopo-
dobienstwem ucieczki i oznaczymy pegc. Zdefiniujmy teraz opér efektywny i efektywna przepustowosé
jako . .

et = G = 7
Intuicyjnie mozemy my$le¢ o ukltadzie jak o duzym oporniku. Opér efektywny zostal zdefiniowany w
taki sposéb, aby bylo spetnione prawo Ohma:

v(a) —v(z) =1 =1i"Reg

Zwr6émy uwage, ze opor efektywny definiujemy dla uktadu, gdzie napiecie pomiedzy punktami a i
z wynosi 1. Zalézmy teraz, ze do napiecie podlaczono w taki sposéb, ze przez uktad ptynie prad
jednostkowy, tzn. v(z) = 0, a v(a) jest odpowiednio dobrang wartoscia. Ponownie spetnione jest prawo
Ohma, zatem skoro v(z) =0, a1 =1, to

v(a) = v(a) = v(z) = iReft = R

Zauwazmy, ze poniewaz C(a) jest stala, to opor efektywny jest odwrotnie proporcjonalny do prawdo-
podobieristwa ucieczki. Zastan6wmy sie teraz, co stanie sie w przypadku, gdy zwiekszymy op6r pewnej
krawedzi. Intuicyjnie moze sie¢ wydawacd, ze pesc powinno zmaleé. OdpowiedZ przynosi nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie(Prawo monotonicznosci Rayleigha) Jezeli zwiekszymy rezystancje poszczegolnych opor-
nikéw w uktadzie, to efektywny opor tego uktadu moze jedynie wzrosnaé. Jezeli opory maleja - rezy-
stancja efektywna moze tylko malec¢.



1.5 Redukcja sieci elektrycznych
Skomplikowane uktady opornikéw mozemy redukowaé do prostszych, korzystajac z prostych faktow.

e Laczenie szeregowe- uklad opornikéw o oporach Ry, ..., Ry potaczonych szeregowo mozemy
zastapi¢ jednym o oporze R = Ry + ... + Ry

e Faczenie réwnolegle- uktad opornikdéw o oporach Ry, ..., Ri potaczonych réwnolegle mozemy
zastapi¢ jednym o oporze R spelniajacym
1 1 1

Lub zapisujac w jezyku konduktancji: C = Cy + ... + Ck.

e Transformacja gwiazda-tréjkat - przedstawione na rysunku uktady krawedzi mozna réwno-
waznie zamienia¢, przy czym wartosci ich oporéw obliczamy na podstawie ponizszych wzordéw
(podanych dla R; oraz R,, ale analogicznych dla pozostalych wartosci).

_ RoR3 Ry — R,Ry + RyR. + R.R,
“7 R+ Ry + Ry ! R,
¥
Rc
Rl Rl
Ra Re
R, *

Rysunek 1: Trojkat i gwiazda

1.6 Czasy uderzenia i pokrycia

Definicja Niech G = (V, E), oraz a,z € V. Niech X; bedzie spacerem losowym po V| startujacym w
a oraz T, = min{t : X; = z}.

e czasem uderzenia w z spaceru startujacego z a nazywamy wartosé¢ E, 7,
o czasem pokrycia grafu G nazywamy wartosé¢ Eo, gdzie 0 = max;cy T,; wartosé te oznaczamy
E[Cov]

Do obliczania czaséw uderzenia, oraz szacowania czaséw pokrycia pomocne sg nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 1 Dany jest taiicuch Markowa z przestrzenia stanéw V oraz miara stacjonarna 7(x). Do
wierzchotkow a, z € V' podlaczono napiecie w taki sposob, ze v(z) = 0, a v(a) dobrano tak, aby przez
uktad ptynal prad o natezeniu 1. Wowczas

Eor. = Y m(x)v(x)

zeV

Twierdzenie 2 (Gorne ograniczenie na czas pokrycia) Dla skoriczonego, nieredukowalnego tancucha
Markowa z n-elementows przestrzenia stanéw V zachodzi

1 1
E[Cov] < E 1+-4+..+—-
[Cov] < <§Ill)2€l)‘§ aTb> ( —|—2+ +n—1>

6



Twierdzenie 3 (Dolne ograniczenie na czas pokrycia) Dla skoniczonego, nieredukowalnego tancucha
Markowa z przestrzenia stanéw V zachodzi

1 1
> A. oy cee
E[Cov] > <1;Ill£‘>/_(tmm) <1 + 5 +...+ TA—1 1) ;
A

gdzie t{ ;= ming pe A axp EaTp



2 Analiza czaséw pokrycia

2.1 Prosty spacer po Z,

Chcemy znalezé czas pokrycia Z,, dla prostego spaceru losowego. Rozwazamy zbiér wierzchotkow V' =
{0,1,...,n — 1} oraz spacer X, taki ze Xo = 0 oraz P[Xj11 = X +n 1] = P[Xg41 = X —n 1] = % dla
dowolnego k, gdzie 4, oraz —, sa dziataniami odpowiednio dodawania i odejmowania modulo n.

Rysunek 2: Z,, dlan =16

Skorzystamy najpierw z oszacowan przytoczonych w poprzednim rozdziale, a nastepnie poréwnamy
je z rzeczywistym czasem pokrycia obliczonym elementarnymi metodami. Skorzystamy z faktu, ze dla
prostego spaceru losowego X; po Z startujacego z zera oraz 7 = min{t : Xy = —aV Xy = b} dlaa,b >0
mamy E7 = ab. Aby znalez¢ gérne ograniczenie musimy obliczy¢ maxg ey Eq7,. Oczywidcie wartosé
E,7p jest tym wieksza, im bardziej odlegte od siebie sa punkty a i b.

e Dla parzystych n najbardziej odleglte sa punkty 01 3,
zemy zauwazyC, ze spacer po Zy, startujacy z zera zatrzymywany w momencie uderzenia w 5 jest

analogiczny do spaceru po Z, startujacego z zera i zatrzymywanego w momencie uderzenia w 4

2
lub w —%. Zatem max, pey Eqmy =

wowcezas aby obliczy¢ max, pey Eq7p mo-

e Dla nieparzystych n najbardziej odleglte sa punkty 0 i "Tfl, wowcezas max, pey Eqmp = %}nﬂ).

Wowczas (zaktadajac na moment dla uproszczenia, ze 2|n) otrzymujemy:

n—1
n2
4
k=1

E[Cov] < n?logn

?r'\i—*

Aby znalezé dolne ograniczenie rozwazamy wartosci téin dla A C V. Poniewaz istota problemu stwa-
rza koniecznogé rozwazenia wszystkich mozliwych zbioréw A i znalezienie optymalnego nie jest tatwe,
ograniczymy sie do intuicyjnych spostrzezen, ktore pozwolg wybraé rozsadny zbiér A, dajacy pewne
oszacowanie z dotu. Poniewaz tr?lin jest funkcja wytacznie najmniejszej odleglodci pomiedzy punktami
w A, to bardziej optymalne sa zbiory, gdzie wierzchotki sa od siebie réwno odlegte. Po drugie, poniewaz
wraz ze wzrostem liczby wierzchotkow w A ograniczenie rosnie jedynie logarytmicznie, to wydaje sie
by¢ rozsadniejszym wybieranie zbioru A, ktéry ma mato wierzchotkéw, ale o duzych odleglosciach mie-
dzy nimi. Sprawdzmy zatem ograniczenie dla A - zbioru dwoch najbardziej oddalonych wierzcholtkéow
(zaktadamy dla uproszczenia, ze 2|n). Mamy wtedy

2

n- .2
4

E[Cov] > — ~n

Dla poréwnania obliczymy E[Cov] elementarnymi metodami. Zaczynamy spacer z zera i okreslamy
czas zatrzymania 7 - chwila w ktérej po raz pierwszy odwiedziliémy kazdy wierzchotek co najmniej raz
(tzn. E[Cov] = E7). Niech X startuje z zera, tzn. Xo = 0. Jezeli oznaczymy przez 1 czas potrzebny
do odwiedzenia nowego wierzchotka to oczywiscie 75 = 1, wiec Emp = 1. Zalézmy bez straty ogélnosci
ze drugim odwiedzonym przez nas wierzchotkiem jest 1 i oznaczmy przez 73 czas potrzebny do odwie-
dzenia kolejnego nowego wierzchotka. Musi nim by¢ albo 2, albo n — 1, a czas potrzebny na dotarcie do



niego to (z faktu) Et3 = 2, gdyz jest to sytuacja analogiczna do prostego spaceru po Z startujacego z 0
i zatrzymywanego w —2 lub 1. Analogicznie, zaldézmy, ze odwiedzilisémy juz k — 1 réznych wierzchotkow
i przez T oznaczmy czas potrzebny do odwiedzenia kolejnego. Oczywiscie juz odwiedzone przez nas
wierzchotki znajduja sie obok siebie (tzn. jezeli dwa wierzchotki x,y zostaly przez nas odwiedzone,
to zostaly rowniez odwiedzone wszystkie wierzchotki na jednym z tukéw pomiedzy z i y). Bez straty
ogolnosci mozemy zatozy¢ ze odwiedziliSmy wierzchotki od 0 do k — 2 i znajdujemy sie w k — 2. Prze-
prowadzajac analogiczne rozumowanie jak wcze$niej wnioskujemy, ze czas potrzebny do odwiedzenia
k—11lub n — 1 wynosi Erp = k — 1. Nietrudno spostrzec, ze:

E[Cov] = ET—ZTk—Z 1)_71(712—1);3”2.

k=2

2.2 Graf pelny rozmiaru n

Rozwazamy prosty spacer losowy po grafie petnym z n wierzchotkami. Kazde dwa wierzchotki potaczone
sa ze soba krawedzia.

Rysunek 3: Graf pelny rozmiaru 6

Zauwazmy, ze wartosé¢ E,1, dla réznych a,b nie zalezy od wyboru punktéw. Zmienna 7, ma rozktad

geometryczny z parametrem 1 , zatem E,7, = n — 1. Gérne ograniczenie na czas pokrycia ma zatem

postac
n—1 1
E[Cov] < (n—1 —=~nl
(Coo) < (n—1)3" 7 ~ nlogn
k=1
W przypadku dolnego ograniczenia, niezaleznie od wyboru zbioru A mamy
A .
tl, = E —1=n-1
min 7 bIEIIILXHclL;Eb aTb = a,bg}éxl,rclu;ébn "D

zatem wybieramy zbiér z najwieksza liczba elementow (czyli A = V). Wowczas:
E[Cov] > (n —1 z_:l ~ nlogn
= 2 gn.

Poniewaz dolne i gérne ograniczenia pokrywaja sie, to wnioskujemy, ze jest to doktadny czas pokrycia.
Obliczmy dla poréwnania doktadna wartosé E[Cov] elementarnymi metodami. Zalézmy, ze startujemy
z dowolnego wierzchotka i oznaczmy przez 7o czas potrzebny na odwiedzenie kolejnego. Oczywiscie
19 = 1. Majac odwiedzone 2 roézne wierzchotki, oznaczmy przez 13 czas potrzebny na odwiedzenie

trzeciego. W kazdej chwili prawdopodobienstwo trafienia w nowy wierzchotek jest takie samo i wynosi
Z—:%, zatem zmienna 73 ma rozkltad geometryczny z takim wtasnie parametrem. Zatem Erm3 = Z—:%
Analogicznie, gdy odwiedziliémy juz k — 1 réznych wierzchotkow i przez 7j oznaczymy czas potrzebny
do odwiedzenia kolejnego, to 75 ma rozklad geometryczny z parametrem ";Erl, zatem K7, = nﬁ;_lﬂ.

Nietrudno spostrzec, ze:

i
D)

| =

E[Cov] = ZTk Zni;il_(n_l)

k=2

e
Il
—

Oczywidcie wynik pokrywa sie z wczedniejszymi szacowaniami.



2.3 Z, ze Srodkiem

Rozwazamy prosty spacer losowy po grafie jak na rysunku ponizej. Aby wyznaczy¢ gorne oszacowanie
na czas pokrycia, nalezy znalezé¢ E, 7, dla a,b - przeciwlegtych wierzchotkéw na wielokacie.

Rysunek 4: Zg ze srodkiem

Zatézmy dla uproszczenia, ze rozwazamy tylko parzyste wartosci n. Poniewaz rozwazamy prosty spacer
losowy, to wszystkie krawedzie maja jednakowa przepustowosé (w dalszych rozwazaniach wyznaczymy
jej doktadna wartos¢). Skorzystamy z twierdzenia 1. Podlgczamy napiecie do punktéw a i b, tak ze
v(b) = 0, a v(a) jest dobrane tak, aby przez uklad ptynal prad jednostkowy, tzn. v(a) = Reg. Za-
uwazmy, ze wartosci v(z) zmieniaja sie liniowo wraz ze zmiana v(a) (co wynika z whasnosci funkcji
harmonicznych), zatem mozemy przyjac¢ v(a) = 1 i korzystajac z twierdzenia powiedzie¢, ze:

Eom = Regp Y m(2)v()

zeV

Oznaczmy punkt srodkowy jako s. Zauwazmy, ze 7 przyjmuje tylko dwie wartosci (wynika to z symetrii)
- oznaczmy je jako 7 dla punktu érodkowego oraz m, dla kazdego z punktéw brzegowych. Spetniaja

one uklad réwnan:
_ nm
Ts = =3
s+ nmp =1

Roéwnania wynikaja bezposrednio z wtasnodci miary stacjonarnej. Rozwigzaniem uktadu jest:

Ty =
T =

Z symetrii wynika ponadto, ze v(s) = %, zatem:

e

1 1 3
Eomh = Resr 5 : Z + E e;;é U(-Tf)
x€V,x#s

Aby wyznaczy¢ t¢ sume, oznaczmy wartosci jak na rysunku i zauwazmy, ze poniewaz v(x) jest harmo-
niczna, to otrzymujemy uktad réwnari:

U():l
012%(00+U2+%)
vy =5 (1 +v3+3)

1 1
Un—1 =3 (Uan + vp + §)
L vn =0

Oznaczmy v* = vy + ... + v,. Wowczas poprzez zsumowanie wszystkich rownan stronami, dodanie i
odjecie poszczegblnych sktadnikéw otrzymujemy:
1

n—1
v*—3<3—|—v*—vn_1—vn+’u*—vo—v1+ 5 )

10



Poniewaz vg =1, v, =0, a v1 + v,—1 = 1 co wynika z symetrii, to:

. n+1
v o=
2

Poniewaz ¢y, v(®) = 20" —vg — vy to:

Z v(z) =n

zeV,x#s

Podstawiajac otrzymany wynik do wczedniejszego wyrazenia otrzymujemy:

7
Eomp = gReﬂ
W celu wyznaczenia oporu efektywnego musimy znalezé doktadna warto$é¢ przepustowosci krawedzi.
Zgodnie z definicja z rozdziatu 1.2 okres§lamy dla krawedzi taczacych érodek s z zewnetrznymi wierz-
chotkami b (a za razem dla wszystkich innych) przepustowosé

1

1_
~ -

C =msP(s,b) = ™

I

Poniewaz obliczenie doktadnej wartosci oporu efektywnego jest trudne dla duzych n, oszacujemy go re-
kurencyjnie. Zalézmy dla uproszczenia, ze rozwazamy tylko parzyste wartosci n. Dla utatwienia zapisu
zalozmy, ze przepustowosci sa jednostkowe. Oznaczmy efektywny opor grafu rozmiaru n jako R, (to
zmaczy grafu posiadajacego w sumie n + 1 wierzchotkow). Cheemy wyznaczy¢ wartosé Ry,4o. Zauwaz-
my po pierwsze, ze przy rozwazaniu R, mozemy utozsami¢ wierzcholtki lezace po przeciwnych stronach
pionowej osi, aby otrzymaé prostszy graf, co przedstawia rysunek. Poniewaz otrzymalismy potacze-
nia réwnolegte pomiedzy punktami, to drogi pomiedzy poszczegdlnymi punktami maja przepustowosci
rowne sumie wezesniejszych. Na kazdym z rysunkow oznaczono przy krawedziach ich przepustowodci.

54

Rozwazmy teraz podobnie zredukowany graf rozmiaru n + 2. Poprzez rozdzielenie jednej krawedzi
na dwie potaczone réwnolegle, a nastepnie zastosowanie transformacji gwiazda-trojkat, otrzymujemy
nastepujacy uktad:

Z prawa monotonicznosci Rayleigha wynika, ze usuniecie dowolnej krawedzi powoduje wzrost oporu
efektywnego. Usunimy wiec "przeszkadzajaca w obliczeniach" krawedZ, a pozostale dwie polaczone
szeregowo - zredukujmy.
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Zauwazmy teraz, ze wewnatrz otrzymanego uktadu mozemy dostrzec graf rozmiaru n, ktéry zgodnie z
zalozeniem ma opér efektywny R,,. Mozemy zatem zastapi¢ go jedna krawedzia o przepustowosci R%L’
co po zastosowaniu kolejnej redukeji prowadzi nas do rezultatu:

2
Rn+22-Rn*'g

Poniewaz jednak zalozyliSmy jednostkowe przepustowosci, a naprawde krawedzie maja przepustowosci
1 :
i1 to:
8(n+1)
5

Rozwazmy teraz ciag okreslony rekurencyjnie: Q4 = R4 oraz Qpi2 = Qn+ @ dla n > 4. Dla kazdego
n zachodzi wtedy @, > R,. Mozemy wyznaczy¢ bezposrednio wzor na Qp:

Rn+22ﬁRnﬁ'

n—2 %_1

8 8 8 [n?
R4+5k%k( +1) R4+5kz_2( +1) R4+5<4 >

Pozostaje nam wyznaczyé¢ Ry. Rozwazmy Z4 ze $rodkiem i zalézmy, ze krawedzie maja jednostkowe
przepustowosci. Z symetrii wynika, ze trzy punkty maja potencjal %, wiec mozemy usunaé¢ krawe-
dzie miedzy nimi, poniewaz nie poplynie przez nie prad. Nastepnie zauwazamy kolejno szeregowe i

rownolegle potaczenia krawedzi:

L L
1 1 1 1
1 1
L it 1 L] L J
1 1
1 1 1 1
> >

atem Opor 1tego ukfadu wynosl 3. Foniewaz naprawde Krawedzie 1majd przepustowoscl = (€O Wy-
Zat 6r tego uklad i 2. Poniewas de krawedzie maj towosci £

nika z wczesniejszych obliczen), to wszystkie opory maja 20-krotnie wicksze wartosci, tzn. Ry = %0.

Ostatecznie otrzymujemy oszacowanie z géry na czas pokrycia grafu:

7(40 8 (n? 1
< - | —=4+=——-4 Zan?l
E[Cov] < 8(3 —i—5 <4 >>k§_1k n*logmn
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2.4 n-wymiarowa kostka

Rozwazamy prosty spacer po n-wymiarowej kostce, tzn. {0,1}". Dowolny punkt mozemy utozsamic z
n-elementowym ciggiem zerojedynkowym, a w kazdym kroku z jednostajnym prawdopodobiefistwem
losujemy jedna ze wspotrzednych i zamieniamy 0 na 1 lub 1 na 0.

Rysunek 5: Tréjwymiarowa kostka

Aby wyznaczy¢ dolne ograniczenie na czas pokrycia musimy wyznaczy¢ max, pev Eq7p. W tym przy-
padku maksimum jest realizowane dla a =< 0,...,0 > oraz b =< 1,...,1 >. Skorzystamy z twierdzenia.
Do punktow a i b podlaczamy napiecie, tak aby v(b) = 0, a przez uktad ptynat prad jednostkowy. Mu-
simy w tym celu obliczyé¢ opoér efektywny uktadu. Poniewaz mamy do czynienia z prostym spacerem
losowym, to kazda krawedz ma jednakowa przepustowosé: C(z,y) = w(x)P(x,y). Miara stacjonarna
na {0,1}" jest jednostajna, wiec m(z) = 2% Ponadto z kazdego punktu wychodzi n krawedzi, zatem
P(z,y) = 1. Stad C(z,y) = . Rozwazmy na {0, 1}" norme

n
EAEDIE
k=1

dla * =< z1,...,x,, >. Z symetrii wynika, ze jezeli || = ||=|| y ||, to v(x) = v(y), poniewaz punkty te
maja taka sama liczbe jedynek na wspétrzednych, a co za tym idzie prawdopodobieristwo uderzenia
w a przed uderzeniem w b jest dla tych punktéw takie samo. Mozemy zatem utozsami¢ wierzchotki o
réwnych normach, redukujac problem do spaceru po zbiorze {0, 1, ..., n}. Otrzymujemy uktad, w ktérym
mamy n + 1 punktéw z wieloma krawedziami taczacymi kolejne poziomy. Poniewaz sa to potaczenia
rownolegle mozemy zastapi¢ krawedzie miedzy poziomami £ — 1 i k jedna krawedzia o przepustowosci
bedacej suma tamtych. Na poziomie k utozsamiamy ze soba (Z) wierzchotkow (jest ich tyle gdyz na
tyle sposobéw mozemy rozmiesci¢ k jedynek na n miejscach) i z kazdego z nich mozemy na poziom
k — 1 przejs¢ k krawedziami (gdyz przejscie na nizszy poziom nastepuje po zamianie jedynki na zero,
a w kazdym punkcie jest k jedynek). Zatem przepustowos$¢ miedzy poziomami k — 11 k wynosi k(Z)
Otrzymujemy uktad potaczony szeregowo, zatem opor efektywny uktadu wynosi:

n

Reg = n2" Z k(ln)

k=1 k

Jezeli potozymy v(a) = Reg to przez uklad poplynie prad o natezeniu 1, wiec mozemy skorzystaé z
twierdzenia. W dalszym toku rozumowania nie utozsamiamy juz wierzchotkéw o takiej samej normie.
Poniewaz miara stacjonarna na {0, 1}" jest jednostajna, to:

Eomp = Z m(x)v(x) = Qin Z v(x)

zeV zeV

Zauwazmy teraz, ze z symetrii wynika, ze dla z,y € {0, 1}", takich ze dla kazdego i zachodzi x;+y; = 1,
mamy v(z) = v(a) — v(y), czyli v(z) + v(y) = v(a). Poniewaz dla kazdego z istnieje dokladnie jeden
taki y, to wierzchotki mozemy dobraé¢ parami, tak aby ich potencjaty sumowaly sie do v(a). Poniewaz
wszystkich wierzchotkéw jest 2", to:

n

_ 1 L gyt = Ber _m27 e~ 1
Eomp = 2721)(3;) = 50(@2" 7 = =5 == Zk(")
zeV k=1 k




Zatem gorne ograniczenie na czas pokrycia ma postaé:

w3t

W sumie Y p_; k( ) pierwszy i ostatni sktadnik wynosza zawsze %, natomiast pozostate sktadniki sg

E[Cov] < n2"~! Z
il

rze;du 5 lub nizszego, wiec asymptotycznie suma ta zachowuje si¢ jak = 2 Ostatnia suma zachowuje sie
jak log 2" czyli nlog2. Asymptotycznie zatem:

an_1
E[Cov] < n2"~ 12 ! Z%NnZ"ng
k= 1k(k) k=1

Biorac A jako zbiér dwoch najbardziej odlegtych wierzchotkéw otrzymujemy tez pewne ograniczenie z
dotu:

E[Cov] > n2"~ IZ ( ] ~ 2"
k

k=1
Jest ono jednak oczywiste, jako ze graf ma 2" wierzchotkéw.

2.5 Krata rozmiaru n

Rozwazamy prosty spacer losowy po kracie jak na rysunku ponizej. Aby znalezé oszacowanie z gory na
czas pokrycia, nalezy wyznaczy¢ E, 7, gdzie a i b sa przeciwleglymi naroznikami kwadratu.

Rysunek 6: Krata rozmiaru 5

Poniewaz jest to prosty spacer losowy, to wszystkie krawedzie maja jednakowa przepustowosé - oznacz-
my ja przez C. 7 interpretacji probabilistycznej wynika, ze potencjaly punktéw, ktoére leza na jednej
prostej (jak na rysunku ponizej) sa takie same, zatem mozemy utozsamié¢ te wierzcholki i nazwaé je
kolejnymi poziomami 0, 1, ..., 2n, wg rysunku.

10

Redukujemy spacer do spaceru po zbiorze {0, ...,2n}. Gdy znajdujemy sie w danej chwili na poziomie
k, to w kolejnym kroku znajdziemy sie na poziomie k — 1 lub k + 1 (poza przypadkami brzegowy-
mi). Aby obliczy¢ przepustowosci pomiedzy kolejnymi poziomami, nalezy zauwazy¢, ze utozsamienie
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wierzchotkéw powoduje ze krawedzie miedzy poziomami tworza potaczenie réwnoleglte, wiec mozemy
zsumowad ich przepustowodci, tzn. zastapi¢ je jedna krawedzia o przepustowosci bedacej suma tam-
tych. Przepustowos$é¢ miedzy poziomem k — 1, a k wynosi 2k dla k£ < n oraz symetrycznie w przypadku
k > n. Wartosci (unormowane, tzn. nie uwzgledniajace wartosci C) przedstawia rysunek ponizej:

Aby obliczyé¢ E, 7, skorzystamy z twierdzenia. Musimy wyznaczy¢ miare stacjonarng oraz potencjaly
poszczegélnych punktéw gdy przez uktad plynie prad jednostkowy. Oznaczmy miare stacjonarng na
poziomie k przez . Zauwazmy, ze z symetrii wynika, ze 7w, = mo,_g. Oczywiscie jej wartosci spelniaja
nastepujacy uktad réwnan:

_ 2
0= 2™
L= T0 + 13572
_ 4 6
T2 = 33471+ 51573

_ _k ket 1
Tk = 351 Th—1 T 213 Th+1

2
Tip = Qn'n,lﬂ-nfl + anilﬂ-n+1 = Qnilﬂ'nfl
T+ ... +Top =210+ ... + 21+ =1

7 pierwszego réwnania wynika, ze m = 37y, nastepnie z drugiego - mo = 57y, z trzeciego - T3 = Tmy
itd. Wysuwamy hipoteze mp = (2k + 1)my dla k < n — 1. Sprawdzamy, czy spelniona jest réwnos¢:

e PRy A | L o
T ok — 1 T g3t T g 0" 9%k +3

" (2k + 3)mo = (2k + 1)mo

Zatem 7y, = (2k+1)mg dla k < n—1. Natomiast 7, = 2nmy. Pozostaje wyliczy¢ wartosé¢ mp z ostatniego
réwnania.:

1= 22[7%] — Tp = 22[(2]{} + 1)7‘(0] — 2nmg
k=0 k=0
Skad:

B - 71_ - 71_ n(n —1) _1_ 1
WO_<2 [2k+1]—2n> _<2+2kz:02k> _<2+42> = E Tl

k=0
Mozemy teraz wyznaczy¢ wartosé¢ C:

1 1
moP(0,1) = mo 2(n?+n+1) 2n?

W celu wyznaczenia oporu efektywnego zauwazmy, ze krawedzie tworza uktad szeregowy. Wtedy:

n

1 1 1
Hot kz_l 2%C ~ C kz_l g een

Aby wyznaczy¢ E,7, podtaczamy napiecie do punktéow a i b, tak ze v(b) = 0, a v(a) = Reg - wtedy

przez uktad plynie prad jednostkowy i mozemy skorzystaé z twierdzenia. Zauwazmy najpierw, ze z

symetrii wynika, ze v(n) = % oraz ze dla k < n mamy v(k) = v(a) — v(2n — k), zatem:

2n n—1 2n
Eor. = Y w(k)o(k) =m(n)o(n) + > w(k)v(k) + Y w(k)v(k) =
k=0 k=0 k=n+1



n—1 n—1 n—1 n—1

= n(n)v(n)+Y_m(k)o(k)+>_ 72n—k)o2n—k) = w(n)v(n)+>_ w(k)o(k)+ > w(k)v(a)—v(k)] =

k=0 k=0 k=0 k=0
n—1 2
R
)+ (@) = nm-+olalmo S8+ 1] =+ o) = 5 R

Ostatecznie ograniczenie z géry na czas pokrycia grafu ma postac:

n + n?Reg " n+n?-2n?logn 9 9
Cov —z 1 ~ 2(nl
Ef 0]_2n2+n+1 <k 2w tntn " (nlogn)

2

7 drugiej strony natomiast, poniewaz graf ma n”~ wierzchotkéw, to:

E[Cov] > n?
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