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Wst¦p

Maj¡c dany ªa«cuch Markowa, chcemy pozna¢ odpowiedzi na pytania: jakie jest prawdopodobie«-

stwo, »e spacer startuj¡cy z wierzchoªka x tra� w wierzchoªek y, zanim dotrze do wierzchoªka z? Ile

czasu potrzebujemy, »eby tra�¢ w wierzchoªek y? Ile czasu potrzeba, aby odwiedzi¢ przynajmniej raz

ka»dy z wierzchoªków? Odpowiedzi na te pytania mo»emy znale¹¢, szukaj¡c analogii pomi¦dzy ªa«cu-

chami Markowa, a sieciami elektrycznymi. Chcemy zde�niowa¢ sie¢ elektryczn¡, a nast¦pnie znale¹¢

probabilistyczne interpretacje odpowiednich wielko±ci i zwi¡zki pomi¦dzy nimi.

W pierwszym rozdziale zde�niujemy sie¢ elektryczn¡, przytaczaj¡c odpowiednie de�nicje i twierdze-

nia, zaczerpni¦te z literatury. W rozdziale drugim dokonam samodzielnej analizy czasów pokrycia dla

kilku szczególnych przypadków grafów, bazuj¡c na teorii przedstawionej we wcze±niejszym rozdziale.
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1 Wprowadzenie do sieci elektrycznych

1.1 Sieci elektryczne

Rozwa»my graf G = (V,E), wraz z okre±lon¡ na nim sieci¡ elektryczn¡:

• Dla ka»dej kraw¦dzi e ∈ E dana jest jej przepustowo±¢ (konduktancja) C(e). Odwrotno±¢ prze-
pustowo±ci nazywamy oporem (rezystancj¡) kraw¦dzi R(e). Zakªadamy, »e C(e) ∈ [0,∞].

• Dla ka»dego wierzchoªka x ∈ V dany jest jego potencjaª v(x). Ró»nic¦ potencjaªów mi¦dzy dwoma

wierzchoªkami x, y ∈ V nazywamy napi¦ciem U(x, y) = v(x) − v(y). Je»eli e jest kraw¦dzi¡

wychodz¡c¡ z wierzchoªka x skierowan¡ do wierzchoªka y, mo»emy zapisa¢ U(e) = U(x, y).

• Przez ka»d¡ kraw¦d¹ e ∈ E pªynie pr¡d o nat¦»eniu i(e). Je»eli e jest kraw¦dzi¡ ª¡cz¡c¡ wierz-

choªki x i y, to mo»emy zapisa¢ i(e) = i(x, y).

Powy»sze wielko±ci powi¡zane s¡ ze sob¡ nast¦puj¡cymi prawami:

• Prawo Ohma - dla ka»dej kraw¦dzi e ∈ E mamy

R(e) =
U(e)

i(e)

• I Prawo Kirchho�a - dla ka»dego wierzchoªka x ∈ V zachodzi∑
y∼x

i(x, y) = 0,

gdzie y ∼ x oznacza sumowanie po tych wierzchoªkach, które s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ z wierz-

choªkiem x.

1.2 Zwi¡zki pomi¦dzy sieciami elektrycznymi, a ªa«cuchami Markowa

Maj¡c dan¡ sie¢ elektryczn¡ mo»emy zde�niowa¢ na niej spacer losowy w nast¦puj¡cy sposób. Niech

x ∈ V . Wówczas dla y ∼ x okre±lamy:

P (x, y) =
C(x, y)∑
z∼xC(x, z)

:=
C(x, y)

C(x)

Dla danego ªa«cucha Markowa nie zawsze jednak jest mo»liwe okre±lenie równowa»nej sieci elektrycznej.

Jest to mo»liwe tylko w przypadku odwracalnych spacerów losowych, tzn. takich, »e dla dowolnych

x, y ∈ V speªnione jest

π(x)P (x, y) = π(y)P (y, x)

Wówczas mo»emy okre±li¢ przepustowo±ci kraw¦dzi:

C(x, y) = π(x)P (x, y)

Oczywi±cie mo»emy przemno»y¢ przez staª¡ wszystkie przepustowo±ci w gra�e bez zmiany zachowania

ªa«cucha. Zauwa»my, »e warunek odwracalno±ci gwarantuje, »e de�nicja przepustowo±ci nie zale»y

od wyboru wierzchoªka, tzn. C(x, y) = C(y, x). Warunek odwracalno±ci jest speªniony przez ka»dy

prosty spacer losowy, tzn. taki w którym w ka»dej chwili wychodzimy z danego wierzchoªka jedn¡ z

kraw¦dzi i wybór ka»dej jest jednakowo prawdopodobny, czyli wszystkie kraw¦dzie maj¡ jednakowe

przepustowo±ci (i takie wªa±nie b¦dziemy rozwa»a¢ w rozdziale 2).
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1.3 Funkcje harmoniczne

Rozwa»amy graf spójny G = (V,E) z prawdopodobie«stwami przej±¢ P (x, y). Zbiór wierzchoªków V
dzielimy na dwa rozª¡czne zbiory: wn¦trze (D) oraz brzeg (B), w taki sposób, aby ka»dy wierzchoªek

z brzegu byª poª¡czony kraw¦dzi¡ z co najmniej jednym wierzchoªkiem z wn¦trza grafu.

De�nicja Funkcja f jest harmoniczna na D, je»eli dla ka»dego x ∈ D

f(x) =
∑
y∼x

P (x, y)f(y).

Fakt Dla funkcji f0 : B −→ R istnieje jej jednoznaczne rozszerzenie do funkcji f : V −→ R harmo-

nicznej na D.

Przedstawmy B jako sum¦ rozª¡cznych zbiorów A i Z: B = A ∪ Z. Rozwa»my funkcj¦ ρ : V −→ R,
tak¡ »e dla ka»dego x ∈ V, ρ(x) oznacza prawdopodobie«stwo, »e spacer losowy startuj¡cy z x tra� w

A zanim tra� w Z. Zakªadamy, »e ρ � A ≡ 1 oraz ρ � Z ≡ 0. Oczywi±cie funkcja ρ jest harmoniczna na

D. �atwo pokaza¢, »e funkcja potencjaªu v zde�niowana na brzegu B, jest harmoniczna na D. Niech

v � A ≡ 1 oraz v � Z ≡ 0. Z jednoznaczno±ci rozszerzenia wynika, »e v ≡ ρ. Co za tym idzie, potencjaª

danego wierzchoªka oznacza prawdopodobie«stwo, »e startuj¡cy z niego spacer losowy uderzy w A,
zanim uderzy w Z.

1.4 Prawdopodobie«stwo ucieczki i opór efektywny

Zaªó»my, »e A = {a} oraz Z = {z} i poªó»my napi¦cie v(a) = 1, v(z) = 0. Rozwa»my pr¡d i∗

wpªywaj¡cy do ukªadu w punkcie a. Wówczas:

i∗ =
∑
x∼a

i(a, x) =
∑
x∼a

v(a)− v(x)
R(a, x)

=
∑
x∼a

(1− v(x))C(a, x) = C(a)

(
1−

∑
x∼a

v(x)P (a, x)

)

Poniewa» v(x) oznacza prawdopodobie«stwo powrotu do a zanim dotrzemy do z to i∗

C(a) oznacza praw-

dopodobie«stwo, »e po wyj±ciu z a tra�my w z przed powrotem do a. Nazwiemy t¦ warto±¢ prawdopo-

dobie«stwem ucieczki i oznaczymy pesc. Zde�niujmy teraz opór efektywny i efektywn¡ przepustowo±¢

jako

Re� =
1

Ce�

=
1

i∗

Intuicyjnie mo»emy my±le¢ o ukªadzie jak o du»ym oporniku. Opór efektywny zostaª zde�niowany w

taki sposób, aby byªo speªnione prawo Ohma:

v(a)− v(z) = 1 = i∗Re�

Zwró¢my uwag¦, »e opór efektywny de�niujemy dla ukªadu, gdzie napi¦cie pomi¦dzy punktami a i

z wynosi 1. Zaªó»my teraz, »e do napi¦cie podª¡czono w taki sposób, »e przez ukªad pªynie pr¡d

jednostkowy, tzn. v(z) = 0, a v(a) jest odpowiednio dobran¡ warto±ci¡. Ponownie speªnione jest prawo
Ohma, zatem skoro v(z) = 0, a i = 1, to

v(a) = v(a)− v(z) = iRe� = Re�.

Zauwa»my, »e poniewa» C(a) jest staª¡, to opór efektywny jest odwrotnie proporcjonalny do prawdo-

podobie«stwa ucieczki. Zastanówmy si¦ teraz, co stanie si¦ w przypadku, gdy zwi¦kszymy opór pewnej

kraw¦dzi. Intuicyjnie mo»e si¦ wydawa¢, »e pesc powinno zmale¢. Odpowied¹ przynosi nast¦puj¡ce

twierdzenie:

Twierdzenie(Prawo monotoniczno±ci Rayleigha) Je»eli zwi¦kszymy rezystancje poszczególnych opor-

ników w ukªadzie, to efektywny opór tego ukªadu mo»e jedynie wzrosn¡¢. Je»eli opory malej¡ - rezy-

stancja efektywna mo»e tylko male¢.
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1.5 Redukcja sieci elektrycznych

Skomplikowane ukªady oporników mo»emy redukowa¢ do prostszych, korzystaj¡c z prostych faktów.

• �¡czenie szeregowe- ukªad oporników o oporach R1, ..., Rk poª¡czonych szeregowo mo»emy

zast¡pi¢ jednym o oporze R = R1 + ...+Rk

• �¡czenie równolegªe- ukªad oporników o oporach R1, ..., Rk poª¡czonych równolegle mo»emy

zast¡pi¢ jednym o oporze R speªniaj¡cym

1

R
=

1

R1
+ ...+

1

Rk

Lub zapisuj¡c w j¦zyku konduktancji: C = C1 + ...+ Ck.

• Transformacja gwiazda-trójk¡t - przedstawione na rysunku ukªady kraw¦dzi mo»na równo-

wa»nie zamienia¢, przy czym warto±ci ich oporów obliczamy na podstawie poni»szych wzorów

(podanych dla R1 oraz Ra, ale analogicznych dla pozostaªych warto±ci).

Ra =
R2R3

R1 +R2 +R3
R1 =

RaRb +RbRc +RcRa
Ra

Rysunek 1: Trójk¡t i gwiazda

1.6 Czasy uderzenia i pokrycia

De�nicja Niech G = (V,E), oraz a, z ∈ V . Niech Xt b¦dzie spacerem losowym po V , startuj¡cym w

a oraz τz = min{t : Xt = z}.

• czasem uderzenia w z spaceru startuj¡cego z a nazywamy warto±¢ Eaτz

• czasem pokrycia grafu G nazywamy warto±¢ Eσ, gdzie σ = maxx∈V τx; warto±¢ t¦ oznaczamy

E[Cov]

Do obliczania czasów uderzenia, oraz szacowania czasów pokrycia pomocne s¡ nast¦puj¡ce twierdzenia.

Twierdzenie 1 Dany jest ªa«cuch Markowa z przestrzeni¡ stanów V oraz miar¡ stacjonarn¡ π(x). Do
wierzchoªków a, z ∈ V podª¡czono napi¦cie w taki sposób, »e v(z) = 0, a v(a) dobrano tak, aby przez

ukªad pªyn¡ª pr¡d o nat¦»eniu 1. Wówczas

Eaτz =
∑
x∈V

π(x)v(x)

Twierdzenie 2 (Górne ograniczenie na czas pokrycia) Dla sko«czonego, nieredukowalnego ªa«cucha

Markowa z n-elementow¡ przestrzeni¡ stanów V zachodzi

E[Cov] ≤
(
max
a,b∈V

Eaτb
)(

1 +
1

2
+ ...+

1

n− 1

)
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Twierdzenie 3 (Dolne ograniczenie na czas pokrycia) Dla sko«czonego, nieredukowalnego ªa«cucha

Markowa z przestrzeni¡ stanów V zachodzi

E[Cov] ≥
(
max
A⊆V

tAmin

)(
1 +

1

2
+ ...+

1

|A| − 1

)
,

gdzie tAmin = mina,b∈A,a 6=b Eaτb
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2 Analiza czasów pokrycia

2.1 Prosty spacer po Zn
Chcemy znale¹¢ czas pokrycia Zn dla prostego spaceru losowego. Rozwa»amy zbiór wierzchoªków V =
{0, 1, ..., n− 1} oraz spacer Xn, taki »e X0 = 0 oraz P[Xk+1 = Xk +n 1] = P[Xk+1 = Xk −n 1] = 1

2 dla

dowolnego k, gdzie +n oraz −n s¡ dziaªaniami odpowiednio dodawania i odejmowania modulo n.

Rysunek 2: Zn dla n = 6

Skorzystamy najpierw z oszacowa« przytoczonych w poprzednim rozdziale, a nast¦pnie porównamy

je z rzeczywistym czasem pokrycia obliczonym elementarnymi metodami. Skorzystamy z faktu, »e dla

prostego spaceru losowego Xt po Z startuj¡cego z zera oraz τ = min{t : Xt = −a∨Xt = b} dla a, b > 0
mamy Eτ = ab. Aby znale¹¢ górne ograniczenie musimy obliczy¢ maxa,b∈V Eaτb. Oczywi±cie warto±¢

Eaτb jest tym wi¦ksza, im bardziej odlegªe od siebie s¡ punkty a i b.

• Dla parzystych n najbardziej odlegªe s¡ punkty 0 i n2 , wówczas aby obliczy¢ maxa,b∈V Eaτb mo-

»emy zauwa»y¢, »e spacer po Zn startuj¡cy z zera zatrzymywany w momencie uderzenia w n
2 jest

analogiczny do spaceru po Z, startuj¡cego z zera i zatrzymywanego w momencie uderzenia w n
2

lub w −n
2 . Zatem maxa,b∈V Eaτb = n2

4

• Dla nieparzystych n najbardziej odlegªe s¡ punkty 0 i n−12 , wówczas maxa,b∈V Eaτb = (n−1)(n+1)
4 .

Wówczas (zakªadaj¡c na moment dla uproszczenia, »e 2|n) otrzymujemy:

E[Cov] ≤ n2

4

n−1∑
k=1

1

k
≈ n2 log n

Aby znale¹¢ dolne ograniczenie rozwa»amy warto±ci tAmin dla A ⊆ V . Poniewa» istota problemu stwa-

rza konieczno±¢ rozwa»enia wszystkich mo»liwych zbiorów A i znalezienie optymalnego nie jest ªatwe,

ograniczymy si¦ do intuicyjnych spostrze»e«, które pozwol¡ wybra¢ rozs¡dny zbiór A, daj¡cy pewne

oszacowanie z doªu. Poniewa» tAmin jest funkcj¡ wyª¡cznie najmniejszej odlegªo±ci pomi¦dzy punktami

w A, to bardziej optymalne s¡ zbiory, gdzie wierzchoªki s¡ od siebie równo odlegªe. Po drugie, poniewa»

wraz ze wzrostem liczby wierzchoªków w A ograniczenie ro±nie jedynie logarytmicznie, to wydaje si¦

by¢ rozs¡dniejszym wybieranie zbioru A, który ma maªo wierzchoªków, ale o du»ych odlegªo±ciach mi¦-

dzy nimi. Sprawd¹my zatem ograniczenie dla A - zbioru dwóch najbardziej oddalonych wierzchoªków

(zakªadamy dla uproszczenia, »e 2|n). Mamy wtedy

E[Cov] ≥ n2

4
≈ n2

Dla porównania obliczymy E[Cov] elementarnymi metodami. Zaczynamy spacer z zera i okre±lamy

czas zatrzymania τ - chwila w której po raz pierwszy odwiedzili±my ka»dy wierzchoªek co najmniej raz

(tzn. E[Cov] = Eτ). Niech Xt startuje z zera, tzn. X0 = 0. Je»eli oznaczymy przez τ2 czas potrzebny

do odwiedzenia nowego wierzchoªka to oczywi±cie τ2 = 1, wi¦c Eτ2 = 1. Zaªó»my bez straty ogólno±ci

»e drugim odwiedzonym przez nas wierzchoªkiem jest 1 i oznaczmy przez τ3 czas potrzebny do odwie-

dzenia kolejnego nowego wierzchoªka. Musi nim by¢ albo 2, albo n−1, a czas potrzebny na dotarcie do
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niego to (z faktu) Eτ3 = 2, gdy» jest to sytuacja analogiczna do prostego spaceru po Z startuj¡cego z 0
i zatrzymywanego w −2 lub 1. Analogicznie, zaªó»my, »e odwiedzili±my ju» k−1 ró»nych wierzchoªków

i przez τk oznaczmy czas potrzebny do odwiedzenia kolejnego. Oczywi±cie ju» odwiedzone przez nas

wierzchoªki znajduj¡ si¦ obok siebie (tzn. je»eli dwa wierzchoªki x, y zostaªy przez nas odwiedzone,

to zostaªy równie» odwiedzone wszystkie wierzchoªki na jednym z ªuków pomi¦dzy x i y). Bez straty

ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢ »e odwiedzili±my wierzchoªki od 0 do k − 2 i znajdujemy si¦ w k − 2. Prze-
prowadzaj¡c analogiczne rozumowanie jak wcze±niej wnioskujemy, »e czas potrzebny do odwiedzenia

k − 1 lub n− 1 wynosi Eτk = k − 1. Nietrudno spostrzec, »e:

E[Cov] = Eτ =
n∑
k=2

τk =
n∑
k=2

(k − 1) =
n(n− 1)

2
≈ n2.

2.2 Graf peªny rozmiaru n

Rozwa»amy prosty spacer losowy po gra�e peªnym z n wierzchoªkami. Ka»de dwa wierzchoªki poª¡czone

s¡ ze sob¡ kraw¦dzi¡.

Rysunek 3: Graf peªny rozmiaru 6

Zauwa»my, »e warto±¢ Eaτb dla ró»nych a, b nie zale»y od wyboru punktów. Zmienna τb ma rozkªad

geometryczny z parametrem 1
n−1 , zatem Eaτb = n− 1. Górne ograniczenie na czas pokrycia ma zatem

posta¢

E[Cov] ≤ (n− 1)

n−1∑
k=1

1

k
≈ n log n

W przypadku dolnego ograniczenia, niezale»nie od wyboru zbioru A mamy

tAmin = min
a,b∈A,a 6=b

Eaτb = min
a,b∈A,a 6=b

n− 1 = n− 1,

zatem wybieramy zbiór z najwi¦ksz¡ liczba elementów (czyli A = V ). Wówczas:

E[Cov] ≥ (n− 1)
n−1∑
k=1

1

k
≈ n log n.

Poniewa» dolne i górne ograniczenia pokrywaj¡ si¦, to wnioskujemy, »e jest to dokªadny czas pokrycia.

Obliczmy dla porównania dokªadn¡ warto±¢ E[Cov] elementarnymi metodami. Zaªó»my, »e startujemy

z dowolnego wierzchoªka i oznaczmy przez τ2 czas potrzebny na odwiedzenie kolejnego. Oczywi±cie

τ2 = 1. Maj¡c odwiedzone 2 ró»ne wierzchoªki, oznaczmy przez τ3 czas potrzebny na odwiedzenie

trzeciego. W ka»dej chwili prawdopodobie«stwo tra�enia w nowy wierzchoªek jest takie samo i wynosi
n−2
n−1 , zatem zmienna τ3 ma rozkªad geometryczny z takim wªa±nie parametrem. Zatem Eτ3 = n−1

n−2 .
Analogicznie, gdy odwiedzili±my ju» k − 1 ró»nych wierzchoªków i przez τk oznaczymy czas potrzebny

do odwiedzenia kolejnego, to τk ma rozkªad geometryczny z parametrem n−k+1
n−1 , zatem Eτk = n−1

n−k+1 .

Nietrudno spostrzec, »e:

E[Cov] =
n∑
k=2

τk =

n∑
k=2

n− 1

n− k + 1
= (n− 1)

n−1∑
k=1

1

k
.

Oczywi±cie wynik pokrywa si¦ z wcze±niejszymi szacowaniami.
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2.3 Zn ze ±rodkiem

Rozwa»amy prosty spacer losowy po gra�e jak na rysunku poni»ej. Aby wyznaczy¢ górne oszacowanie

na czas pokrycia, nale»y znale¹¢ Eaτb dla a, b - przeciwlegªych wierzchoªków na wielok¡cie.

Rysunek 4: Z6 ze ±rodkiem

Zaªó»my dla uproszczenia, »e rozwa»amy tylko parzyste warto±ci n. Poniewa» rozwa»amy prosty spacer

losowy, to wszystkie kraw¦dzie maj¡ jednakow¡ przepustowo±¢ (w dalszych rozwa»aniach wyznaczymy

jej dokªadn¡ warto±¢). Skorzystamy z twierdzenia 1. Podª¡czamy napi¦cie do punktów a i b, tak »e

v(b) = 0, a v(a) jest dobrane tak, aby przez ukªad pªyn¡ª pr¡d jednostkowy, tzn. v(a) = Re�. Za-

uwa»my, »e warto±ci v(x) zmieniaj¡ si¦ liniowo wraz ze zmian¡ v(a) (co wynika z wªasno±ci funkcji

harmonicznych), zatem mo»emy przyj¡¢ v(a) = 1 i korzystaj¡c z twierdzenia powiedzie¢, »e:

Eaτb = Re�

∑
x∈V

π(x)v(x)

Oznaczmy punkt ±rodkowy jako s. Zauwa»my, »e π przyjmuje tylko dwie warto±ci (wynika to z symetrii)

- oznaczmy je jako πs dla punktu ±rodkowego oraz πb dla ka»dego z punktów brzegowych. Speªniaj¡

one ukªad równa«: {
πs =

nπb
3

πs + nπb = 1

Równania wynikaj¡ bezpo±rednio z wªasno±ci miary stacjonarnej. Rozwi¡zaniem ukªadu jest:{
πs =

1
4

πb =
3
4n

Z symetrii wynika ponadto, »e v(s) = 1
2 , zatem:

Eaτb = Re�

1

2
· 1
4
+

3

4n

∑
x∈V,x 6=s

v(x)


Aby wyznaczy¢ t¦ sum¦, oznaczmy warto±ci jak na rysunku i zauwa»my, »e poniewa» v(x) jest harmo-

niczna, to otrzymujemy ukªad równa«:

v0 = 1
v1 =

1
3

(
v0 + v2 +

1
2

)
v2 =

1
3

(
v1 + v3 +

1
2

)
...
vn−1 =

1
3

(
vn−2 + vn +

1
2

)
vn = 0

Oznaczmy v∗ = v0 + ... + vn. Wówczas poprzez zsumowanie wszystkich równa« stronami, dodanie i

odj¦cie poszczególnych skªadników otrzymujemy:

v∗ =
1

3

(
3 + v∗ − vn−1 − vn + v∗ − v0 − v1 +

n− 1

2

)
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Poniewa» v0 = 1, vn = 0, a v1 + vn−1 = 1 co wynika z symetrii, to:

v∗ =
n+ 1

2

Poniewa»
∑

x∈V,x6=s v(x) = 2v∗ − v0 − vn to:∑
x∈V,x6=s

v(x) = n

Podstawiaj¡c otrzymany wynik do wcze±niejszego wyra»enia otrzymujemy:

Eaτb =
7

8
Re�

W celu wyznaczenia oporu efektywnego musimy znale¹¢ dokªadn¡ warto±¢ przepustowo±ci kraw¦dzi.

Zgodnie z de�nicj¡ z rozdziaªu 1.2 okre±lamy dla kraw¦dzi ª¡cz¡cych ±rodek s z zewn¦trznymi wierz-

choªkami b (a za razem dla wszystkich innych) przepustowo±¢

C = πsP (s, b) =
1

4
· 1
n
=

1

4n

Poniewa» obliczenie dokªadnej warto±ci oporu efektywnego jest trudne dla du»ych n, oszacujemy go re-

kurencyjnie. Zaªó»my dla uproszczenia, »e rozwa»amy tylko parzyste warto±ci n. Dla uªatwienia zapisu
zaªó»my, »e przepustowo±ci s¡ jednostkowe. Oznaczmy efektywny opór grafu rozmiaru n jako Rn (to

znaczy grafu posiadaj¡cego w sumie n+ 1 wierzchoªków). Chcemy wyznaczy¢ warto±¢ Rn+2. Zauwa»-

my po pierwsze, »e przy rozwa»aniu Rn mo»emy uto»sami¢ wierzchoªki le»¡ce po przeciwnych stronach

pionowej osi, aby otrzyma¢ prostszy graf, co przedstawia rysunek. Poniewa» otrzymali±my poª¡cze-

nia równolegªe pomi¦dzy punktami, to drogi pomi¦dzy poszczególnymi punktami maj¡ przepustowo±ci

równe sumie wcze±niejszych. Na ka»dym z rysunków oznaczono przy kraw¦dziach ich przepustowo±ci.

Rozwa»my teraz podobnie zredukowany graf rozmiaru n + 2. Poprzez rozdzielenie jednej kraw¦dzi

na dwie poª¡czone równolegle, a nast¦pnie zastosowanie transformacji gwiazda-trójk¡t, otrzymujemy

nast¦puj¡cy ukªad:

Z prawa monotoniczno±ci Rayleigha wynika, »e usuni¦cie dowolnej kraw¦dzi powoduje wzrost oporu

efektywnego. Usu«my wi¦c "przeszkadzaj¡c¡ w obliczeniach" kraw¦d¹, a pozostaªe dwie poª¡czone

szeregowo - zredukujmy.

11



Zauwa»my teraz, »e wewn¡trz otrzymanego ukªadu mo»emy dostrzec graf rozmiaru n, który zgodnie z

zaªo»eniem ma opór efektywny Rn. Mo»emy zatem zast¡pi¢ go jedn¡ kraw¦dzi¡ o przepustowo±ci 1
Rn

,

co po zastosowaniu kolejnej redukcji prowadzi nas do rezultatu:

Rn+2 ≥ Rn +
2

5

Poniewa» jednak zaªo»yli±my jednostkowe przepustowo±ci, a naprawd¦ kraw¦dzie maj¡ przepustowo±ci
1

4(n+1) , to:

Rn+2 ≥ Rn +
8(n+ 1)

5

Rozwa»my teraz ci¡g okre±lony rekurencyjnie: Q4 = R4 oraz Qn+2 = Qn+
8n+8

5 dla n ≥ 4. Dla ka»dego
n zachodzi wtedy Qn ≥ Rn. Mo»emy wyznaczy¢ bezpo±rednio wzór na Qn:

Qn = R4 +
8

5

n−2∑
k=4,2|k

(k + 1) = R4 +
8

5

n
2
−1∑

k=2

(2k + 1) = R4 +
8

5

(
n2

4
− 4

)

Pozostaje nam wyznaczy¢ R4. Rozwa»my Z4 ze ±rodkiem i zaªó»my, »e kraw¦dzie maj¡ jednostkowe

przepustowo±ci. Z symetrii wynika, »e trzy punkty maj¡ potencjaª 1
2 , wi¦c mo»emy usun¡¢ kraw¦-

dzie mi¦dzy nimi, poniewa» nie popªynie przez nie pr¡d. Nast¦pnie zauwa»amy kolejno szeregowe i

równolegªe poª¡czenia kraw¦dzi:

Zatem opór tego ukªadu wynosi 2
3 . Poniewa» naprawd¦ kraw¦dzie maj¡ przepustowo±ci 1

16 (co wy-

nika z wcze±niejszych oblicze«), to wszystkie opory maj¡ 20-krotnie wi¦ksze warto±ci, tzn. R4 = 40
3 .

Ostatecznie otrzymujemy oszacowanie z góry na czas pokrycia grafu:

E[Cov] ≤ 7

8

(
40

3
+

8

5

(
n2

4
− 4

)) n∑
k=1

1

k
≈ n2 log n
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2.4 n-wymiarowa kostka

Rozwa»amy prosty spacer po n-wymiarowej kostce, tzn. {0, 1}n. Dowolny punkt mo»emy uto»sami¢ z

n-elementowym ci¡giem zerojedynkowym, a w ka»dym kroku z jednostajnym prawdopodobie«stwem

losujemy jedn¡ ze wspóªrz¦dnych i zamieniamy 0 na 1 lub 1 na 0.

Rysunek 5: Trójwymiarowa kostka

Aby wyznaczy¢ dolne ograniczenie na czas pokrycia musimy wyznaczy¢maxa,b∈V Eaτb. W tym przy-

padku maksimum jest realizowane dla a =< 0, ..., 0 > oraz b =< 1, ..., 1 >. Skorzystamy z twierdzenia.

Do punktów a i b podª¡czamy napi¦cie, tak aby v(b) = 0, a przez ukªad pªyn¡ª pr¡d jednostkowy. Mu-

simy w tym celu obliczy¢ opór efektywny ukªadu. Poniewa» mamy do czynienia z prostym spacerem

losowym, to ka»da kraw¦d¹ ma jednakow¡ przepustowo±¢: C(x, y) = π(x)P (x, y). Miara stacjonarna

na {0, 1}n jest jednostajna, wi¦c π(x) = 1
2n . Ponadto z ka»dego punktu wychodzi n kraw¦dzi, zatem

P (x, y) = 1
n . St¡d C(x, y) =

1
n2n . Rozwa»my na {0, 1}n norm¦

‖ x ‖=
n∑
k=1

xi

dla x =< x1, ..., xn >. Z symetrii wynika, »e je»eli ‖ x ‖=‖ y ‖, to v(x) = v(y), poniewa» punkty te

maj¡ tak¡ sam¡ liczb¦ jedynek na wspóªrz¦dnych, a co za tym idzie prawdopodobie«stwo uderzenia

w a przed uderzeniem w b jest dla tych punktów takie samo. Mo»emy zatem uto»sami¢ wierzchoªki o

równych normach, redukuj¡c problem do spaceru po zbiorze {0, 1, ..., n}. Otrzymujemy ukªad, w którym

mamy n + 1 punktów z wieloma kraw¦dziami ª¡cz¡cymi kolejne poziomy. Poniewa» s¡ to poª¡czenia

równolegªe mo»emy zast¡pi¢ kraw¦dzie mi¦dzy poziomami k− 1 i k jedn¡ kraw¦dzi¡ o przepustowo±ci

b¦d¡cej sum¡ tamtych. Na poziomie k uto»samiamy ze sob¡
(
n
k

)
wierzchoªków (jest ich tyle gdy» na

tyle sposobów mo»emy rozmie±ci¢ k jedynek na n miejscach) i z ka»dego z nich mo»emy na poziom

k − 1 przej±¢ k kraw¦dziami (gdy» przej±cie na ni»szy poziom nast¦puje po zamianie jedynki na zero,

a w ka»dym punkcie jest k jedynek). Zatem przepustowo±¢ mi¦dzy poziomami k − 1 i k wynosi k
(
n
k

)
.

Otrzymujemy ukªad poª¡czony szeregowo, zatem opór efektywny ukªadu wynosi:

Re� = n2n
n∑
k=1

1

k
(
n
k

)
Je»eli poªo»ymy v(a) = Re� to przez ukªad popªynie pr¡d o nat¦»eniu 1, wi¦c mo»emy skorzysta¢ z

twierdzenia. W dalszym toku rozumowania nie uto»samiamy ju» wierzchoªków o takiej samej normie.

Poniewa» miara stacjonarna na {0, 1}n jest jednostajna, to:

Eaτb =
∑
x∈V

π(x)v(x) =
1

2n

∑
x∈V

v(x)

Zauwa»my teraz, »e z symetrii wynika, »e dla x, y ∈ {0, 1}n, takich »e dla ka»dego i zachodzi xi+yi = 1,
mamy v(x) = v(a) − v(y), czyli v(x) + v(y) = v(a). Poniewa» dla ka»dego x istnieje dokªadnie jeden

taki y, to wierzchoªki mo»emy dobra¢ parami, tak aby ich potencjaªy sumowaªy si¦ do v(a). Poniewa»
wszystkich wierzchoªków jest 2n, to:

Eaτb =
1

2n

∑
x∈V

v(x) =
1

2n
v(a)2n−1 =

Re�

2
=
n2n

2

n∑
k=1

1

k
(
n
k

)
13



Zatem górne ograniczenie na czas pokrycia ma posta¢:

E[Cov] ≤ n2n−1
n∑
k=1

1

k
(
n
k

) 2n−1∑
k=1

1

k
.

W sumie
∑n

k=1
1

k(nk)
pierwszy i ostatni skªadnik wynosz¡ zawsze 1

n , natomiast pozostaªe skªadniki s¡

rz¦du 1
n2 lub ni»szego, wi¦c asymptotycznie suma ta zachowuje si¦ jak 2

n . Ostatnia suma zachowuje si¦

jak log 2n, czyli n log 2. Asymptotycznie zatem:

E[Cov] ≤ n2n−1
n∑
k=1

1

k
(
n
k

) 2n−1∑
k=1

1

k
≈ n2n log 2

Bior¡c A jako zbiór dwóch najbardziej odlegªych wierzchoªków otrzymujemy te» pewne ograniczenie z

doªu:

E[Cov] ≥ n2n−1
n∑
k=1

1

k
(
n
k

) ≈ 2n

Jest ono jednak oczywiste, jako »e graf ma 2n wierzchoªków.

2.5 Krata rozmiaru n

Rozwa»amy prosty spacer losowy po kracie jak na rysunku poni»ej. Aby znale¹¢ oszacowanie z góry na

czas pokrycia, nale»y wyznaczy¢ Eaτb, gdzie a i b s¡ przeciwlegªymi naro»nikami kwadratu.

Rysunek 6: Krata rozmiaru 5

Poniewa» jest to prosty spacer losowy, to wszystkie kraw¦dzie maj¡ jednakow¡ przepustowo±¢ - oznacz-

my j¡ przez C. Z interpretacji probabilistycznej wynika, »e potencjaªy punktów, które le»¡ na jednej

prostej (jak na rysunku poni»ej) s¡ takie same, zatem mo»emy uto»sami¢ te wierzchoªki i nazwa¢ je

kolejnymi poziomami 0, 1, ..., 2n, wg rysunku.

Redukujemy spacer do spaceru po zbiorze {0, ..., 2n}. Gdy znajdujemy si¦ w danej chwili na poziomie

k, to w kolejnym kroku znajdziemy si¦ na poziomie k − 1 lub k + 1 (poza przypadkami brzegowy-

mi). Aby obliczy¢ przepustowo±ci pomi¦dzy kolejnymi poziomami, nale»y zauwa»y¢, »e uto»samienie
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wierzchoªków powoduje »e kraw¦dzie mi¦dzy poziomami tworz¡ poª¡czenie równolegªe, wi¦c mo»emy

zsumowa¢ ich przepustowo±ci, tzn. zast¡pi¢ je jedn¡ kraw¦dzi¡ o przepustowo±ci b¦d¡cej sum¡ tam-

tych. Przepustowo±¢ mi¦dzy poziomem k− 1, a k wynosi 2k dla k ≤ n oraz symetrycznie w przypadku

k ≥ n. Warto±ci (unormowane, tzn. nie uwzgl¦dniaj¡ce warto±ci C) przedstawia rysunek poni»ej:

Aby obliczy¢ Eaτb, skorzystamy z twierdzenia. Musimy wyznaczy¢ miar¦ stacjonarn¡ oraz potencjaªy

poszczególnych punktów gdy przez ukªad pªynie pr¡d jednostkowy. Oznaczmy miar¦ stacjonarn¡ na

poziomie k przez πk. Zauwa»my, »e z symetrii wynika, »e πk = π2n−k. Oczywi±cie jej warto±ci speªniaj¡
nast¦puj¡cy ukªad równa«:

π0 =
2

2+4π1
π1 = π0 +

4
4+6π2

π2 =
4

2+4π1 +
6

6+8π3
...

πk =
k

2k−1πk−1 +
k+1
2k+3πk+1

...
πn = n

2n−1πn−1 +
n

2n−1πn+1 =
2n

2n−1πn−1
π0 + ...+ π2n = 2π0 + ...+ 2πn−1 + πn = 1

Z pierwszego równania wynika, »e π1 = 3π0, nast¦pnie z drugiego - π2 = 5π0, z trzeciego - π3 = 7π0
itd. Wysuwamy hipotez¦ πk = (2k + 1)π0 dla k ≤ n− 1. Sprawdzamy, czy speªniona jest równo±¢:

πk =
k

2k − 1
πk−1 +

k + 1

2k + 3
πk+1 =

k

2k − 1
(2k − 1)π0 +

k + 1

2k + 3
(2k + 3)π0 = (2k + 1)π0

Zatem πk = (2k+1)π0 dla k ≤ n−1. Natomiast πn = 2nπ0. Pozostaje wyliczy¢ warto±¢ π0 z ostatniego
równania:

1 = 2
n∑
k=0

[πk]− πn = 2
n∑
k=0

[(2k + 1)π0]− 2nπ0

Sk¡d:

π0 =

(
2

n∑
k=0

[2k + 1]− 2n

)−1
=

(
2 + 2

n∑
k=0

2k

)−1
=

(
2 + 4

n(n− 1)

2

)−1
=

1

2(n2 + n+ 1)

Mo»emy teraz wyznaczy¢ warto±¢ C:

C = π0P (0, 1) = π0 =
1

2(n2 + n+ 1)
≈ 1

2n2

W celu wyznaczenia oporu efektywnego zauwa»my, »e kraw¦dzie tworz¡ ukªad szeregowy. Wtedy:

Re� = 2
n∑
k=1

1

2kC
=

1

C

n∑
k=1

1

k
≈ 2n2 log n

Aby wyznaczy¢ Eaτb podª¡czamy napi¦cie do punktów a i b, tak »e v(b) = 0, a v(a) = Re� - wtedy

przez ukªad pªynie pr¡d jednostkowy i mo»emy skorzysta¢ z twierdzenia. Zauwa»my najpierw, »e z

symetrii wynika, »e v(n) = 1
2 oraz »e dla k ≤ n mamy v(k) = v(a)− v(2n− k), zatem:

Eaτz =
2n∑
k=0

π(k)v(k) = π(n)v(n) +
n−1∑
k=0

π(k)v(k) +
2n∑

k=n+1

π(k)v(k) =
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= π(n)v(n)+

n−1∑
k=0

π(k)v(k)+

n−1∑
k=0

π(2n−k)v(2n−k) = π(n)v(n)+

n−1∑
k=0

π(k)v(k)+

n−1∑
k=0

π(k)[v(a)−v(k)] =

= π(n)v(n) +
n−1∑
k=0

π(k)v(a) = nπ0 + v(a)π0

n−1∑
k=0

[2k + 1] = nπ0 + v(a)π0n
2 =

n+ n2Re�

2(n2 + n+ 1)

Ostatecznie ograniczenie z góry na czas pokrycia grafu ma posta¢:

E[Cov] ≤ n+ n2Re�

2(n2 + n+ 1)

n2−1∑
k=1

1

k
≈ n+ n2 · 2n2 log n

2(n2 + n+ 1)
log n2 ≈ 2(n log n)2

Z drugiej strony natomiast, poniewa» graf ma n2 wierzchoªków, to:

E[Cov] ≥ n2

.
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